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VA2 N I J E  OZNAKE
C - skup kompleksnih brojeva
C - prostor funkcija neprekidnih nad svakim intervalom
C - prostor beskonačno mnogo puta diferencijabilnih 
funkcij a
V - prostor glatkih funkcija kompaktnog nosača
Fo ~ potprostor od M koji sadrži elemente oblika f/g
gde je f iz L i g iz Lo
L - prostor lokalno integrabilnih funkcija
Lo - po tprostor od L koji sadrži funkcije f iz L takve 
da je II fll ji > 0 za svako T > 0
M - polje operatora Mikusinskog
W - skup prirodnih b roj eva
MD - skup operator distribucij a
R - skup realnih brojeva
R ~ skup realnih pozitivnih brojeva
( 0 ,0); , 0) > 0 .
00
V ' ~ prostor distribucije 
S - Dirakova delta distribucij a
A -
Ar  “  j  mere aproksimacij e
AC -
0. U V 0 D
U tezi se posmatraju linearne diferencijalne jedna- 




j = 0 k= 0
sa uslovima
l l djjkskx (j)(X) = f(A)
( 2 ) x(0) = ipi , . . . ,x(m)(0 ) = ipm
gde je x(A) tražena operatorska funkcija, f(A) zadata operator-
ska funkcija, dok su ipi , . . . ,M>m zadati operatori.
Ako su d. , = a. , , gde su a . , kompleksni brojevi za
3 j k  3 j k  3
j = 0,...,m, k = 0,...,n, jednačina (1) odgovara parcijalnoj 
diferencijalnoj jednačini sa konstantnim koeficijentima oblika:
m n 3j+kx(X,t)
(3) l l a. v --- 5— „- = f,(X,t)
j = 0 k=0 ,k 3Aj 9tk
sa uslovima 
(U)
gde j e 
(5)
aj+kx(A,o)
= v. (A ) , j - 0 ,. . . ,m; k - 0,3 ̂ +.K 3 ,n-laxJat
m n k-1
f ( A ) = {fi ( A , t )} + l l l sk V 1
j = 0 k=l v=0
aj,n-k+v^j,k(A)




ip4 (t>, j j 0 ,m-l
Medjutim, diferencijalna jednačina (1) može da pred-
stavlja i parcijalnu integro-diferencijalnodiferentnu jednačinu
za pogodno izabrane operatore d. . .3 j
S obzirom na praktičan značaj pomenutih jednačina
(koriste se u tehnici, fizici, hemiji, biologiji, medicini i u
drugim oblastima) važno je ne samo utvrditi egzistenciju, jedin-
stvenost i prirodu rešenja nego i odrediti numerički postupak
pomoću koga se konstruiše približno rešenje i odredjuje ocena
njegovog odstupanja od tačnog rešenja.
Kao što se vidi, parcijalnoj diferencijalnoj kao i
parcijalno diferencijalno-diferentnoj jednačini sa konstantnim
koeficijentima odgovara obična diferencijalna jednačina sa koe-
ficijentima u polju M, tako da se tačno i približno rešenje u
M dob.ijaju analogno kao kod običnih diferencijalnih jednačina
sa numeričkim koeficijentima. Problematika konstrukcije približ-
nog rešenja započeta je u radu B. Stankovića C 21] . Tačno reše-
nje diferencijalne jednačine (1) pod uslovom da d. , = a . , je1 jK 1 jkoblika
(7) x(X) = bexp(Xm), gde je m = £ c^^^a ^,a > 0,6 ^ 1
i=0
rešenje karakteristične jednačine, b operator koji se odredjuje 
iz uslova (2). Približno rešenje je konstruisano korišćenjem 
parcijalnih suma reda koji reprezentuje w. Naime, približno re- 
šenje diferencijalne jednačine (1) je (C 21] )
n
(8) x ( X )  = be.xp(Xw ) gde u = l c . & ^ a ^n n n l
i=0
Polje operatora Mikusinskog ima veoma bogatu algebar- 
sku strukturu što je pogodno za nalaženje nula karakterističnog 
polinoma. Odredjivanje brojeva a,B kao i konačan broj koeficije- 
nata reda co se može vršiti primenom računara ([8], [21]). Ova 
činjenica je veoma značajna jer pokazuje da se i elementi (prib- 
ližna rešenja diferencijalne jednačine) opšteg prostora kao što 
je M mogu dobiti primenom računara.
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U radovima 18 ] 9 [21], [22], [23] i [24] je ocenjena
greška, sa kojom približno rešenje oblika (8) aproksimira tačno
• • Jcrešenje oblika (7), sa faktorom l kao procena izraza
|£k (xn (A) - x(A))|, (apsolutna vređnost operatora),
k vgde je k ž 0 unapred odredjeno tako da l x^(A) kao i & x(A) 
predstavljaju neprekidne funkcije.
Niz operatora x^(A) datih relacijom (8) konvergira 
ka operatoru x(A) koji je dat relacijom (7) u konvergenciji ti- 
pa I. Medjutim, konvergencija tipa I nije topološka, što je 
svakako predstavljalo problem pri ođredjivanju mere aproksimaci- 
je u pomenutim radovima. U radu tl] T. Boehme, 1976. godine, 
definiše topologiju tipa I x na potprostoru Fo prostora M koja 
je topološka. U radu [3], 1983. godine, je data karakterizacija 
konvergencije tipa I' preko funkcionele BT (x ) za x€F0 , odnos- 
no preko funkcionele A(x).
U tezi se pokazuje da tačno i približno rešenje di- 
ferencijalne jednačine (1) pripada prostoru F0 . Uvodi se funk- 
cionela (nešto drugačije nego u radu [3]) oblika
B . . .. ( x )
(9) A(x) = \ --- ---------------  za x 6 F0
i=l e'’6 (l+B^ i/i^x ))
gde je funkcionela B^ i/i^x ) za i = 1»2,... definisana u [3]. 
Korišćenjem tako definisane funkcionele A(x) pokazuje se da niz 
približnih rešenja (xn (A)}, gde je svaki član dat relacijom (8), 
konvergira ka tačnom rešenju koje je dato relacijom (7), u kon- 
vergenciji tipa I ' . Na osnovu toga moguće je meru aproksimacije, 
sa kojom približno rešenje diferencijalne jednačine(l) aproksi- 
mira tačno, izraziti preko funkcionele A(x) u prostoru F0 .
Posebno, u tezi, treba naglasiti konstrukciju mere 
aproksimacije u prostorima lokalno integrabilnih funkcija, L i 
neprekidnih funkcija, C (po t) sa kojom približno rešenje dife- 
rencijalne jednačine (1) aproksimira tačno rešenje, pod uslovom 
da rešenja predstavljaju funkcije iz L (odnosno C).
Konstrukcijom približnog rešenja nehomogene operator- 
ske jednačine znatno proširujemo klasu posmatranih problema, jer 
čak i homogenoj parcijalnoj. diferencijalnoj jednačini odgovara
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nehomogena operatorska jednačina, ako su uslovi (4) takvi da je 
cp• V (A) * 0 za bar jedno j ili k. U zavisnosti od problema data
J  9^
su dva tipa približnog partikularnog rešenja i procenjena je me- 
ra aproksimacije u prostorima F0 , L i C.
U radu [33] data je veza izmedju operatora i distri- 
bucija i pokazano je da rešenja diferencijalne jednačine (1) 
pripadaju i prostoru distribucija, što znači da i približna re- 
šenja konstruisana na prikazan način takodje pripadaju prostoru 
distribucija. Na osnovu rada [33] moguće je na isti način rešava- 
ti i takve probleme kod kojih uslovi u relaciji (4) predstavlja- 
ju neke distribucije.
Doktorska disertacija ima četiri glave.
U prvoj glavi se iznose važniji pojmovi iz teorije 
operatora Mikusinskog M, koji se koriste u teoriji diferencijal- 
nih jednačina. Prikazuju se osnovni rezultati vezani za konstruk- 
ciju, egzistenciju i karakter rešenja diferencijalnih jednačina 
operatora, posebno njihova veza sa distribucijama ([11], [21], 
[27], [31], [32], [33], [34]). U ovoj glavi prikazuju se i neki 
rezultati vezani za konvergencije u polju M na osnovu radova 
[1], [2], [3], [4], [5 ], [6]. Za funkcionelu A(x) datu relacijom 
(9) pokazuje se da karakteriše konvergenciju tipa I " i u odnosu 
na nju se uvodi mera aproksimacije.
U prostoru L konstruiše se funkcionela




I f ll i = / | f (t ) | dt
0
koja karakteriše konvergenciju u L i u odnosu na koju je defini 
sana mera aproksimacije u L.
Takodje je u prostoru C konstruisana funkcionela




, h e C i |h|. = h(t)
1 t<i
koja karakteriše skoro uniformnu konvergenciju u C i u odnosu na
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koju je konstruisana mera aproksimacije u C, kada je rešenje iz 
skupa C nad [0 ,°°).
U drugoj glavi se posmatra homogena điferencijalna 
jednačina u polju M. U početku se analizira samo jedno iz sku- 
pa linearno nezavisnih rešenja, dato relacijom (7) kao i prib- 
ližno rešenje dato relacijom (8). Korišćenjem procene funkcio- 
nele A(x), pokazuje se da niz približnih rešenja konvergira ka 
tačnom rešenju u konvergenciji tipa I ' . Zatim se konstruiše 
mera aproksimacije u odnosu na A(x), L(f) i G(h) u zavisnosti 
od prirode rešenja (operator, lokalno integrabilna funkcija, 
neprekidna funkcija, respektivno).
Dalje se posmatra približno rešenje oblika
m n iaj_ei
l b.exp(XMjjn) gde su Mj>n = l c -
j*l i=0
pod pretpostavkom da posmatramo takve diferencijalne jednačine 
kod kojih su rešenja karakteristične jednačine jednostruka i 
logaritmi. Konstruiše se mera aproksimacije, ponovo, u prosto- 
rima F o, L i C.
Rezultati u drugoj glavi dobijeni su u saradnji sa 
prof. dr E. Papom.
U trećoj glavi se posmatraju nehomogene diferencijal- 
ne jednačine oblika (1) i konstruiše se približno rešenje obli- 
ka





]* Aj n /exp((X-K)»Uj n )f(<)dic 
j = l ’ 0
A .3 ,n P'(a). „) 3 »n
pod pretpostavkom da su sve nule karakterističnog polinoma jed- 
nostruke i logaritmi.
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U slučaju da su uslovi (2) specijalni, naime kada su 
x Cy)(0) = 0 za u = 0 ,. . . ,m-2 i x (m_1)(0) = £r , r>0
partikularno (tačno (llj i) približno rešenje formiraju se kao
j X n
(X) = — —  f f(<)x, (X-ic)dK, a “ v * n ,n n(14) P,n m 1 a iS'm,k
m 0 k=0
U oba slučaja se pokazuje da niz operatora x^ n (X) 
konvergira u konvergenciji tipa I " ka operatoru koji predstav- 
lja tačno partikularno rešenje diferencijalne jednačine (1), 
korišćenjem funkcionele A(x), x £ Fo. Na osnovu te činjenice 
dobija se mera aproksimacije sa kojom približno partikularno 
rešenje aproksimira tačno rešenje.
Ako operatori x^ n (X) definišu funkcije iz L, odnosno 
iz C tada se mera aproksimacije formira u odnosu na funkcionele 
F(f) i G(h) respektivno.
Veoma je važno napomenuti da mera aproksimacije for- 
mirana za svako od približnih rešenja zavisi samo od n, a ne 
zavisi od dužine intervala što je bio slučaj u radovima [8], 
[21], [22], [23], [24].
U prvom delu četvrte glave konstruisano je tačno i 
približno rešenje jedne podklase posmatranih jednačina na in- 
tervalu [0,T 3 u više koraka. Pod pretpostavkom da rešenje x(X) 
zajedno sa svojim izvodima, definiše neprekidnu funkciju, mera 
aproksimacije se može izraziti razlikom izmedju tačnog i prib- 
ližnog rešenja. Na ovaj način formirana mera aproksimacije za- 
visi od dužine intervala, tako da sa porastom dužine intervala 
greška se povećava, bilo da se rešenje konstruiše u jednom ili 
u više koraka (svakako sporije metodom u više koraka), dok je 
za male vređnosti T ona sasvim prihvatljiva.
U drugom đelu četvrte glave se prikazuju primeri ko- 
ji ilustruju postupke iz glava 2. i 3. U prvom primeru konstru- 
isana je mera aproksimacije u prostorima F0 , L i C, (što je mo- 
guće, jer rešenje predstavlja funkciju iz C) kao u glavi 2., 
kao i mera aproksimacije pomoću razlike i to u više koraka. Upo- 
redjena je ova poslednja mera aproksimacije sa istom, konstrui-
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sanom preko G(h) u C.
Od ostalih primera posebno je interesantna jednači- 
na žilavo-elastičnog štapa posmatrana u saradnji sa prof. dr 
B. Stankovićem.
Prijatna mi je dužnost da se zahvalim akademiku dr 
Bogoljubu Stankoviću i prof. dr Endre Papu na saradnji iz koje 
su dobijeni neki rezultati izloženi u tezi kao i na stalnoj i 
svesrdnoj pomoći koju su mi pružali tokom izrade teze.
Takodje se zahvaljujem prof. dr Dragoslavu Hercegu 
na korisnim savetima i primedbama.
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1. NEKI REZULTATI IZ TEORIJE 
OPERATORA NIKUSINSKOG
U prvoj glavi uvešćemo osnovne pojmove iz teorije 
operatora Mikusinskog koji su potrebni za dalji rad.
Pored osnovnih operatora i relacija izmedju njih 
(§ 1.1), u § 1.2 prikazane su operatorske funkcije, njihov iz- 
vod i integral na osnovu literature ([11], [17]). Tipovi kon- 
vergencije u polju M i problemi oko topologije prikazani su u 
§ 1.3 i pri tome je korišćena literatura [1], [2], [3], [4],
[11] i [14]. Posebno je u § 1.4 obradjena konvergencija tipa 
I' i njena karakterizacija preko funkcionele BT (x) za x 6 F0 
kao i prostor F0 ([3], [5], [6]). Preko funkcionele A(x), defi- 
nisane relacijom (1.12)(§ 1.4),date su (§ 1.5) definicije mera 
aproksimacija u prostorima F0 , u L i u C koje će se koristiti 
u glavi 2., 3. i 4. za procenu približnog rešenja operatorske 
jednačine.
U § 1.6, § 1.7, § 1.8 i § 1.9 posmatraju se diferen- 
cijalne jednačine u polju operatora M, definiše eksponencijalna 
funkcija, daje egzistencija i jedinstvenost rešenja,a pre svega 
ekviva'lencij a sa numeričkim parcijalnim diferencijalnim jednači- 
nama kao i parcijalnim diferencijalno-diferentnim jednačinama 
([11], [17], [31]).
Veza izmedju operatora i distribucija prikazuje se 
u § 1.10 na osnovu rada [33]. Konstruiše se prostor MD i poka- 
zuje da rešenja operatorskih jednačina (kojima odgovaraju par- 
cijalne diferencijalne jednačine i diferencijalno-diferentne 
jednačine sa uslovima koji mogu biti i distribucije) su u prostoru 
MD i istovremeno predstavljaju neprekidne operatorske funkcije.
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Karakter eksponencijalnog operatora diskutovan je 
u § l.ll,a osobine funkcije E.M. Wrighta su iznete u § 1.12.
1.1. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI IZ 
T E O R I J E  O P E R A T O R A  MIKUSltfSKOG
Neka je L skup lokalno integrabilnih funkcija nad 
intervalom [Q,°o). Zbir dve funkcije iz L jeste funkcija iz L. 
Konvolucija dve funkcije f(t) i g(t) iz L definisana na sle- 
deći način ([17 ]):
t
f(t) * g(t) = / f(t-x)g(x)dT
0
jeste iz skupa L. Skup L u odnosu na operacije sabiranja i kon- 
volucije čini prsten bez delioca nule, što tvrdi poznata teo- 
rema Titchmarsha ([16]).
Polje operatora J. Mikusinskog, koje ćemo obeleža- 
vati sa M dobija se proširenjem prstena L. Svaki elemenat polja 
M , operator, definisan je parom f,g € L, uz relaciju ekviva- 
lencije. Predstavnik klase se obeležava sa f/g, g P  0. (Razlo- 
mak se posmatra u smislu konvolucije. )
Neka su f, g, cp, \p funkcije iz L. Tada:
- relacija ekvivalencije se označava sa = i defini- 
še na sledeći način
f _
g ' i|» ako i samo ako je f * \p g * cp
- operacije sabiranja i množenja definišu se kao






Neutralni elemenat polja operatora M jeste I = 
gde j e g C L i g ^ O .  Podskup od M sa elementima f • I = (f(t)}, 
f € L je algebarski izomorfan sa prstenom L dok je skup a • I, 
a e R algebarski izomorfan sa poljem R.
Polje operatora Mikusinskog nije algebarski zatvore-
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no. Pokazano je da ako su x, y i f elementi iz L, tada jedna- 
čina (x/y)2 = f nema rešenja za svako f iz L.
Integralni operator se obeležava sa H i odgovara 
funkciji {1} koja preslikava R+ u tačku 1. Ime je dobio zbog
t
{1} • (f(t)} = {/ f(T)dx).
0
Za stepen integralnog operatora važi:
n-1
/ 1 l n 6 N ;
.a-l
<t“ - ( 1
k n - D - J ’ lr(a)-'
n“ .nB = a,B e R + .
Inverzni operator operatora 5, jeste s = 1/5,. Ako je 
funkcija f(t) iz L i ima n-ti izvod u L (f(n)(t) £ L) tada 
važi relacija
sn {f (t)} = {f(n)(t)} + f (n' i:>(0) I + sf(n-2)(0) + ...n
... + s (n-1)f(0)
koja se koristi kod diferencijalnih jednačina.
Definicija operatora s dozvoljava da se njegovi ste- 
peni interpretiraju kao stepeni negativnih izložilaca operato- 
ra 5.
Skup polinoma po operatoru s , t j . skup operatora ob-
lika:
n  ^
P (s) = a sn + a ,s + ... + a-iS + aol, a. € C n n n-1 5 l
algebarski je izomorfan prstenu polinoma u skupu kompleksnih 
brojeva C i zato se mogu iz C na ovaj skup preneti svi rezul- 
tati koji se odnose na ovu strukturu. Ako su w^ nule numeričkog 
polinoma PR (t) tada je
n
P (s) = n (S - w.I). n x
i=l
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Operator I/(s-aI)n pripada prstenu L, t j .
T -Hn”l
------- = {------(s-al)n L(n-1)! J
Funkcija H^(t) definisana je na sledeći način:
0 za 0 ^ t < X
H xCt> = {
1 za 0 ^ X ^ t
Operator h = e = s(H^(t)}, X > 0, zove se ope- 
rator translacije. Ako je f(t) proizvoljna funkcija iz L, tada 
je:
0 za 0 ^ t < ^
(1.1) h X{f(t)} = e- X s {f(t)} = {
f(t-X) za 0 ^ X < t
U skupu L definišemo dve binarne relacije ( tll])
f z g *  f(t) < g(t), t e [o,«°) 
f <T g « f(t) < g(t), t e [o,t ]
od kojih je prva relacija poretka.
Operator |f| : = { |f(t )|}, f € L,zove se operator





|f + g| < |f| + | g |
|af| ^ |a| • |f| gde je a kompleksan broj
t
[f -g| = { |/ f(t-u)g(u)du|} ^ { |f(t ) | * |g(t) |}
0
= U  I * I g I
Ako za fiksno f e L postoji M(T,f) = 4up|f(t)|




----  Ji- 5
r(p)
p > l .
Polje operatora M može se takodje dobiti proširenjem 
prstena C, koji čine funkcije definisane i neprekidne nad in- 
tervalom [0,«O u odnosu na operacije sabiranja i konvolucije.
1.2. O P E R A T O R S K E  F U N K C I J E
V z i i n l c l j a  1.1. Preslikavanje a jednog podskupa 
skupa kompleksnih brojeva C u polje operatora Mikusinskog na- 
ziva se operatorska funkcija.
V&A'tn'Lci.ja 1.2. Funkcija f(t) (realnih ili komplek- 
snih vrednosti) posmatrana na intervalu 0 < t < 00 pripada kla- 
si K ako zađovoljava sledeće uslove:
1) Ima najviše konačan broj tačaka prekida na sva- 
kom konačnom intervalu? ^
2) Integral / |f(t)|dt ima konačne vrednosti za
0svako t > 0.
Za operatorsku funkciju f(A) rećićemo da je parame- 
tarska ako za svako X € U i , X 2 ] ona pripada klasi K, kao funk- 
cija od t.
Operatorska funkcija čije su vrednosti numerički ope- 
ratori, t j . brojevi, jeste numerička funkcija.
Vn.ilnlc.lja 1.3. Operatorska funkcija je neprekidna 
nad zatvorenim i ograničenim intervalom J = [a,0] ako postoji 
takav operator q € L da je qa(A) = {b(X,t)j gde je b(A,t) nep- 
rekidna numerička funkcija od dve promenljive (u običnom smis- 
lu) nad D : a < X < 6 ,  0 < t < “ .
Neprekidnost funkcije b(A,t) je dovoljan uslov za ne- 
prekidnost operatorske funkcije {b(A,t)} ali nije i potreban.
V c i ć n Z c Z j a  1.4. Operatorska funkcija ima neprekidan 
izvod nad skupom J = [a,6] ako postoji q € L takvo da je
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qa(A) = (b(A,t)}, gde b(A,t) ima neprekidan izvod po A nad 
D. Tada je a'(A) = ^-{b^(A,t)}.
T\jh.djznj<L 1.1. Ako numerička funkcija a(A,t) ima 
parcijalni izvod a'(A,t) neprekidan nad D, tada odgovarajuća 
operatorska funkcija a ima izvod a^(A) = (a^(A,t)}.
Obrnuto ne mora da važi.
Osobine neprekidnog izvoda operatorske funkcije su 
analogne osobinama izvoda kod numeričkih funkcija. Jedina raz- 
lika je sleđeča:
Tvh.djznje 1.2. Ako operatorske funkcije g(A) i 
a(A) = f(A)/g(A) imaju neprekidne izvode nad intervalom J = 
= ta,$] tada ga ima i f(A) i važi
/ f ( A K '  f"(A)g(A) - f(A)g"(A)
'g(A )' g2(A)
V z i l n Z c l j a  1.5. Za operatorsku funkciju a(A) reći- 
ćemo da je integrabilna nad intervalom (a,0) ako postoji eleme- 
nat q G L takav da je qa(A) = f(A), gde je f(A) = (f(A,t)},
|f(A ,t ) | ^ g(A)h(t), g(A) € L[a g] i h(t) G L i integral je
6 * 6
(1.3) / a(A)dA = I  {/ f(A,t)dA>.
a a
Ovako definisan integral ima slične osobine kao i 
integral numeričke funkcije (tll]).
Vcilnlclja. 1.6. Preslikavanje f jednog podskupa w 
skupa C2 u polje operatora Mikusinskog M naziva se operatorska 
funkcija od dve promenljive.
Pod parcijalnim izvodom -^jf(A,<) podrazumevamo izvod 
u odnosu na A (f(A,<)/, gde je k fiksno.
Za integral važi:
J\jKdjQ.nj<L 1.3. Ako je operatorska funkcija dve pro
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menljive f(X,<) neprekidna na četvorouglu o t < X < f t ;  a < < ^gS 6 i ima parcijalni izvod f(X,<) neprekidan u tom četvo-
rouglu, tada za proizvoljno Xo (a ^ Xo ^ 3) važi 
X X
^J f(X,<)d<^ = f(X,X) + J -gj f(X,<)d<.
Xo Xo
1.3. K O N V E R G E N C I J A  I T 0 P 0 L 0 G I J A  U M 
U knjizi ([14]) data je sledeća:
Vzilnic.lia. 1.7. Neka je X proizvoljan neprazan skup
i neka je G : XN -» P(X) konvergencija na X, tj . funkcija koja
svakom nizu u X pridružuje jedan podskup G(xn ) skupa X.
Ako je G(x ) M  tada je niz (x ) konvergentan. Ako x -*■ G(x ) n n n
tada je x granica niza (x ) što pišemo x^ •+ X(G) (ili bez ozna- 
ke G ako je jasno o kojoj je konvergenciji reč). Skup X snabde- 
ven sa konvergencijom G naziva se konvergentni prostor.
Sledeći uslovi su važni za konvergenciju ([14]):
(F) Ako x -*■ X(G) tada i xpn **■ X(G), tj . svaki pod- 
niz niza koji konvergira ka x takodje konvergira ka x. Za G kaže 
mo da je nasledna.
(S) Svaki stacionarni (konstantan) niz x,x,... kon- 
vergira ka x.
(H) Ako xn x i xn -*■ y tada je x = y.
(U) Ako svaki podniz niza { x^} ima podniz koji kon- 
vergira ka x, tada i niz (xn ) konvergira ka x.
Važi fundamentalna (14):
T&OA.zma 1.1. Ako konvergencija zadovoljava uslov H, 
potreban i dovoljan uslov da bude topološka jeste da zadovolja- 
va i uslove F U S.
Za niz {fR ) iz C rećićemo da konvergira s k o r o  u n i f o r -  
mno ka f iz C ako konvergira uniformno na svakom intervalu
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[0,u)],u) e [0 ,oo). Ova konvergencija je topološka. Topologija 
je data familijom seminormi
(1.4) 1f| = max|f(t)|, N € N (prirodni brojevi)
N [0,N]
normi




I fIIT = / |f(t) |đt,
0
(1.6) I f gll T < I f I Tl gll T .
Konvergencija u odnosu na familiju seminormi 11*11̂ ,
T > 0 se zove konvergencija u L.
U polju operatora Mikusinskog M posmatrano je više 
tipova konvergencije (I,II,I",II",...), ([3]), ([4]).
Za niz operatora iz M kažemo da konvergira ka
operatoru x € M u k o n v e r g e n o i j i  t i p a  I ako postoji reprezenta- 
cija = fn /g, x = f/g, € L, g # 0 tako da f^ konver-
gira ka f u L (ili fn ,f,g € C, g * 0 tako da f^ konvergira ka 
f skoro uniformno).
Konvergencija tipa I zadovoljava uslove F, S, H, me- 
djutim ne zađovoljava uslov U,tako da nije topološka ([14]).
Za niz operatora {xn ) iz M kažemo da konvergira ka 
operatoru x iz M u k o n v e r g e n o i j i  t i p a  I I ako postoji reprezen- 
tacija x r = fR /gn , x = f/g, fn »f}gn »g C L, gR + 0, g * 0, tako 
da fn konvergira ka f u L i g konvergira ka g u L (ili f ,f, 
gn >g e C tako da f^ -+ f i g^ -» g skoro uniformno).
U radu [4] pokazana je sledeća
Teo-tema 1.2. Konvergencija tipa II ne zadovolj 
Urisonov, U, uslov - prema tome nije topološka.
ava
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1.4. K O N V E R G E N C I J A  TIPA I '
U radu [2] data je:
Ve^-inic<.ja 1.8. Niz operatora (xn ) iz M konvergira 
u konvergenciji tipa I ' ako svaki podniz od (xn) ima podniz 
koji konvergira u ođnosu na konvergenciju tipa I.
Ovako definisana konvergencija jeste topološka. 
Početak nosača ([2]) funkcije f(t) iz C jeste realan 
broj A(f), < A(f) < oo takav da je
(1.7) A(f) = .6up{x: f(t) = 0 na (-«°,x)}.
%r
Poznato je da je
A (f •g ) = A(f) + A(g) za f,g € C
i na osnovu teoreme Titchmarsha
(1.8) A(f/g) = A(f) - A(g) za f,g € C.
•
U radovima [2] i [3] pokazana je
Te.0Ae.ma 1.3. Niz operatora {xn > konvergira u konver 
genciji tipa I' ka operatoru x ako i samo ako se može pisati 
x = a /b , x = a/b, a , a , b , b £ C , b  + 0 , b # 0 ,  gde a -» a 
b^ b skoro uniformno, a^ ima nosač ograničen sa leve strane 
(ili a ,a,b ,b € L, gde a -* a i b -* b u L) i A(b ) -* A(b).
Ako niz konvergira u konvergenciji tipa I " tada kon- 
vergira i u konvergenciji tipa II (ka istoj granici). Medjutim
obrnuto ne mora da važi. Niz {x } =n U / g n } > gde j e
r l / n za t € [0, X ]
8n (t) * { , za t e ( X ,°°)
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__ Xskonvergira u konvergenciji tipa II ka operatoru x =  l/(e l), 
ali niz {xn > ne konvergira u konvergenciji tipa I ' jer
0 t £ [0 ,A]
i  t  e ( x,°°)
A(g) = X, A(gn ) = 0, n = 1,2,... i A(gR ) A(g).
Pošto je svaka funkcija iz L istovremeno i operator 
(u smislu navedenog izomorfizma) možemo posmatrati i operator- 
sku konvergenciju u L tipa I i 1'.
Potprostor od L koji sadrži sve funkcije f 6 L takve 
da je llfll̂  > 0 za svako T > 0 označićemo sa Lo.
J. Burzyk je u radu [3] definisao funkcionelu:
(1 .9 )  BT ( f )  = tn^{|| f  • gll T : g € Lo,llg llT < 1, II Agll T < e )
za f e L i za svako T,e > 0.
Primetimo da B„ (•) nije seminorma za fiksno T,e > 0, l , e
medjutim, važe relacije:
(i ) ET>e(0) = 0
(ii) BT,ea f )  = |X|Bt (f) ako X e R i f e L za i , e
svako T,e > 0
(iii) B_ (f 1 +f 2 ) ^ B, (fi) + B„ (fa) ako su1 5 C 1 TC.2 1 )
fi i fa iz L i za svako T,ei,e2 > 0
(iiii) t i m  BT r(f) = I fII„ za svako T,e > 0 , f e L. 
e->0 1 » 1
Za dalji rad potrebna je sledeća
L z m a  1.1. Za fiksno Ti,T2 ,e > 0, T2 > T, i f e L
vazi:
B (f) < B_ (f). ± 1 , e 12 , e
V o ka z : Ako za funkciju g € L0 važe nejednakosti
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HgllTa K ^ ^ IU*UgH<j>2 < e za dato e > 0,
tada takodje važi
llgllTi < 1 i IU-£gllTi < e .
Na osnovu relacije (1.9), za svako n > 0 možemo pisati:
llfgllrp < B„ _(f) + n za f iz L.12 i2,e
Na osnovu prethodne relacije, kao i relacije
Hfgllm > Hfgllm ^ Bt  (f) i2 1 1 1 1 , e
važi
Bt (f) < B„ (f) za dato Ti,Ta,e > 0 , T2 > T-,.
I 1 , t -  X2 , f c -
Sledeće leme pokazane su u radu [3]:
Lema 7.2. Za datu funkciju g 6 L o i T , e > 0 ,  posto- 
ji funkcija k € Lo takva da I kgll T < 1 i IU-&kgllT < e.
Lema 7.3. Ako je niz {f^}, f^ € L (n = 1,2,... ) 
konvergentan tipa I (ka 0), tada za dato T,e > 0 postoji funk- 
cija g takva da je g € Lo, I gll T < 1, IU-JtgllT < e i niz {gfn } 
konvergira (ka 0) u L.
Lema 1.4. Niz {f^} iz L konvergira u konvergenciji
tipa I" ka f € L ako i samo ako B_ (f -f) -*■ 0 kada n <» zal ) c ri
svako T,e > 0.
Lema 7.5. Niz {xR } iz skupa operatora Mikusinskog
konvergira u konvergenciji tipa I ' ka operatoru x ako i samo
ako postoji reprezentacija = fn /g> x = f/g> S ^ e su fn >f>S e
€ L, g * 0 i važi B-, (f -f) -*■ 0 za svako T,e > 0.& T,e n
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Analogno kao i T. Boehme u radu [2] i J. Burzyk je 
označio sa F0 potprostor prostora M koji sadrži operatore f/g 
gde f € L i g € L .
Funkcionela BT (x) za x € F0 uvodi se sa i , e
(1.11) Bt £(x) = Ini { IIfIIT : x = |, IIgllT < 1, IU-*gllT < e>
analogno kao i za x 6 L.
Važi takodje i sledeća:
Lema 1.6. Niz {xn > iz F0 konvergira ka x£F0 u konver 
genciji tipa I" ako i samo ako BT (x -x)-*0 kada n-*00 za svakoi j b il
T,e > 0.
U radu [5] pokazano je:
Tvsidj&nje. 1.4. Neka je X grupa sa konvergencijom. 
Ako postoji funkcija A : X -*• R+ takva da
(j) A( x r ) 0 i A(yn ) ■+ 0 povlači A(xn - yR ) +  0 
(jj) A(x) = 0 ako i samo ako je x = 0
tada postoji funkcionela 11*11 u X koja zadovoljava uslove
a) 11x11 = 0 ako i samo ako je x = 0
b) I —xll =||xll
c) I x+y|| < 11x11 + I yll
takva da A(x ) 0 ako i samo ako l|x II -*-0.n n
Uvedimo funkcionelu
(1.12) A(x) = l Bi,i/i(x)
ie1 1 + B .  . / • (x) x=1 e i,l/i
.» x £ Fc
Lema
kada n -*■ 00 za
1.7. Ako niz {xn > pripada F0 i B^ i/i^xn  ̂ *  0 
i = 1,2,... tada funkcija A(x^) -*■ 0 kada n -*- 00
V o kaz: Red
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1 B . ... (x)
I ----- 2 ---- iiiii------
i=l eiel 1 + Bi,l/i(x)
konvergira, tako da postoji indeks ii takav da je
I
• ie1 1 + B . , (x )i-xi+1 e i,l/i n
< -tt za svako e > 0
Pod pretpostavkom da B^ i/i^xn  ̂ *  °> tada za svako 
e > 0 postoji no(e) tako da je
eee
Bi,l/i(xn ) ' za svako n > no i i=l, 2 i+1.2(ii+l)
Na osnovu prethodne dve relacije sledi:
l T  • BU 1/i V  . < | ž
1=0 eie~ 1 + Bi , l / i ^ n ^
za svako e > 0 što znači da A(x ) -»-0 kada n -*■n
TvA.dj&nje 1.5. Postoji funkcionela I *ll u Fo , koja 
zadovoljava uslove a), b) i c) tvrdjenja 1.4, takva da A(xfi) •+■ 
•* 0, gde A(x) dato sa (1.12), ako i samo ako 11x̂ 11 -+ 0.
V o k a z t Za dokaz ćemo koristiti tvrdjenje 1.4. Funk-
cionela B^ ^,^(x) preslikava prostor Fo u R + .
Na osnovu relacije (1.11) sledi da relacije (1.10)
(izuzev (iiii)) za B™ (x) važe i za elemente x iz F0 tako dal »e 
je:
B 2i,l/i(xn“y n* * B 2i,l/2i*xn* + B 2i,l/2i(yn J * 
Pomoću prethodne relacije i Leme 1.1. dobijamo
B ,- 1 / ^ x„ - yn > ^ Bi,l/iv"n y n' ~ u 2i, l ^ i ^ n ^  + B 2i, l ^ i ^ i ^  *
Funkcija y = -j—  za x > 0 jeste monotono rastuća ta- 
ko da možemo pisati:
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B • , ,.(x -y ) x, l/x n J n B 2i,l/2i(xn^ + B 2i,l/2i(yn^
(1.13)
1 + Bi,l/i(xn_yn } 1 + ^ i . l ^ i ^ n 5 + ^ i . l ^ i ^ n 5
B 2 i , l / 2 i ( x n )
1 + ^ i . i m ^ n 5 1 + B 2i ,l/2i(yn^
Pod pretpostavkom da A(*n ) -*■ 0 kada n -*• °° važi da
B . A / • (x ) ■*■ 0 kada n x , 1/ x n za svako i = 1,2,... pa prema tome




B 2i,1/2 3/  Xn ̂
1 + B 2i,l/2i^xn^
kada n -*■




1 + B 2i,l/2i(5rn )
kada n -*- °°.
Iz relacije (1.13), (1.14) i (1.14") sledi da
A(xn~yn ) -*■ 0 kada n -*■ °°, što znači da je ispunjen uslov (j)
tvrdjenja 1.4. Uslov (jj) tvrdjenja 1.4. sledi iz relacije
(1.10)(i), pa prema tome postoji funkcionela 11*11 u F0 , koja
zadovoljava uslove a ) , b) i c) tvrdjenja 1.4., takva da A(x^) -*■
■*■ 0 ako i samo ako I x I -*-0.n
Ako B„ (x —x ) -*■ 0 za svako T,e > 0 tada i A(x -x) ->■T , e n ’ n
0 kada n -*■ 00, pa na osnovu Leme 1.6. konvergencija tipa I" 
na F0 ekvivalentna je konvergenciji definisanoj pomoću funkcio- 
nele A(x) date relacijom 1.12.
1.5. D E F I N I C I J E  M E R A  A P R O K S I M A C I J E  0 P E R A T 0 R A
VQ.linio.ijcL 1.9. Operator x € F0 aproksimira operator 
x e F0 , u odnosu na funkciju A(x), sa merom aproksimacije A > 0, 
ako je ispunjen uslov A(x-y) < A .




I f I ±
1 + li f I ±
gde je I fII . seminorma definisana sa relacijom (1.5) koja pres-
likava grupu sa konvergencijom L u R . Lako se proverava da su
za funkciju F(f) ispunjeni uslovi (j) i (jj) tvrdjenja 1.4. što
znači da postoji funkcionela II* I u L, koja zadovoljava uslove
a), b) i c) tvrdjenja 1.4., takva da F(f ) -*■ 0 ako i samo ako
I f I ->0 . n
Ako uvedemo funkcionelu
(1.16) A f(x) = l
B. (x)x,e
i= 1 ele' 1 + B . (x )x, e
za x € Lo,
tada A(x ) -*■ 0 ako i samo ako A (x ) -*■ 0 za svako e > 0. n e n
Red (1.16) uniformno konvergira za svako x e F0 * Na 
osnovu relacije (1 .1 0 ) (iiii) važi
l l m  A (f) = F(f) za f € L.
£-*-0 . e
Konvergencija definisana sa F(x) povlači konvergen-
ciju definisanu sa A(x) za x € L, medjutim, obrnuto nije tač-
no. Naime, postoje nizovi f (t) takvi d a B „  (f (t)) -*-0 (od-n 1 5 g n
nosno A(f ) -*-0) dok I f (t)ll„ > 0 (odnosno F(f) -|» 0) kada n n T nt
n •*■ 00. Na primer, niz f (t) = e divergira u L, t j . | f nl -*■ °°. 
Medjutim u polju operatora važi:
r nt i {e }
1 - n l
l2
n
1-----  ‘-  - i 2n
I V
h (t) = 0 x l ^ m  g (t) = -t, A(g ) = A(t) = 0  ̂ n „, n nn-*-oo n-*-oo
a *i niz y _— g- -*■ 0 kada n -*■ «> u konvergenciji tipa I pa na osnovu
leme 1.6. B_ (en t ) + 0 za svako T,e > 0.1 , £
Sada možemo formulisati sledeću
Vn^lnldljui 1.10. Lokalno integrabilna funkcija f 
aproksimira lokalno integrabilnu funkciju f? u odnosu na funkci-
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onelu F(f) datu sa (1.13),sa merom aproksimacije > 0 ako 
je ispunjen uslov F(f - f) < A^.
Za dato h iz skupa neprekidnih funkcija C možemo 
posmatrati funkcionelu:
| h | .
(1.17) G(h) = l - - p - -----------
i=l ele (1 + |h|± )
*
gde je jhj . seminorma data relacijom (1.4). Kako G(h) zadovo-1 * 'r
ljava uslove tvrdjenja 1.4., to postoji funkcionela 11*11 u C
takva da G(x ) -+■ 0 ako i samo ako I x I -*■ 0 kada n x € C.n n n
Sada možemo dati sledeću definiciju.
Ve.ilni.clja. 1.11. Funkcija h iz C aproksimira funk- 
ciju h iz C u odnosu na funkcionelu G(h) sa merom aproksimaci- 
je A r ako je ispunjen uslov G(h - h) < A r .
1.6. VEZA NUMERI.CKIH P A R C I J A L N I H  
D I F E R E N C I J A L N I H  J E D N A Č I N A  I 
D I F E R E N C I J A L N I H  J E D N A Č I N A  U 
POLJU M
U teoriji parcijalnih diferencijalnih jednačina ra- 
čun operatora Mikusinskog primenjuje se, uglavnom,u slučaju li- 
nearnih jednačina sa konstantnim koeficijentima.
Opšti oblik parcijalne diferencijalne jednačine koju 
ćemo posmatrati je
m n 8j+kx(X,t)
(1.18) l 1 a = f i U , t )
j =0 k=0 dA
gde je Xi < X < \z r 0 ^ t < °°, i x(X,t) = 0  za t < 0. 
S obzirom da je:
,k+j x(x»t) k,
= s
3X] 3t { * 1 sk'V"1 dA v = 0
3V + jx(X,0) 
3tV






£ l a. , sk x^3 (̂X) = f(X) J >Kj=0 k=0
m n k-1
f(A) = {f,(X,t)} + l l l s
j = 0 k=l v=0
3j+Vx(X,0) 33 +Vx( X ,0 )
j-v-1. a j ,n -K + v  •
3X3 3tV 3X3 3tv
za j = 0,...,m;
v = 0,...,n-l su zadati odgovarajući uslovi.
Ako se ograničimo na klasu funkcija x(X,t) čiji su 
parcijalni izvodi koji ulaze u parcijalnu diferencijal^u jedna- 
činu (1.18) neprekidne funkcije u oblasti D : Xi < X £.Xa,
0 < t £ 00, tada je svako rešenje operatorske dif erenci jalne 
jednačine (1.19) istovremeno i rešenje parcijalne jednačine
(1.18) uz uslove
m
gk a >  = l l j,n-k + v
33 +  Vx ( X,0) 
3 X1 3 t V
k = 0,...,n-l.
j = 0 v=0
Moguće je proširiti klasu posmatranih funkcija koje 
sa svojim izvodima zadovoljavaju parcijalnu jednačinu tako da 
one (zajedno sa svojim izvodima) budu neprekidne u domenu D. U 
tom slučaju uslove po X i t-osi posmatramo kao jednakosti koje
tse dobijaju u graničnom prilazu ovim osama.
1.7. EKSPONENCIJALNA OPERATORSKA FUNKCIJA
1.12. Za utvrdjeno w € M , eksponencijal- 
na operatorska funkcija je ona operatorska funkcija koja zadovo- 
ljava sledeće uslove:
1) Ima neprekidan izvod nad J = [a,83.




Tvfidjznje. 1.6. Potreban i dovoljan uslov da posto- 
ji operatorska funkcija koja zadovoljava uslove iz def^nicije 
1.12 jeste da postoji parametarska funkcija koja zadovoljava 
datu diferencijalnu jednačinu. Ako takva operatorska funkcija 
postoji, ona je jedinstvena.
Tvtidjnnj<L 1.7. Eksponenc.ijalna funkcija e*w «zado- 
voljava relacije «I
Xu) uto (A + y)we • e = e
eXu)i. e Xu)a _ gX(u)i +u)a )
za X, y iz R, a u) , u)i i ui2 su operatori iz M takvi da'postoje 
odgo'varajuće eksponencij alne funkcije.
T
VeA'LnT.C'tja 1.13. Operator u) za koji postoji ekspo- 
nencijalna funkcija e^u zove se logaritam.
TvA.dje.njc 1.8. Ako su operatori u)i i u)2 logaritmi
ii Ci i C2 su proizvoljni realni brojevi, tada je operator 
CiU)i + C2u)2 takodje logaritam.
f
TvA.dje.njc 1.9. Ako je operator u)i logaritam. a ope- 
rator u)2 to nije, tada za realne brojeve Ci ,C2 * 0, operator 
CiU)i + C2u)2 nije logaritam.
1.8. E G Z I S T E N C I J A  I J E D I N S T V E N O S T  R E S E N J A  
D I F E R E N C I J A L N E  J E D N A Č I N E  0 P E R A T O R A
Karakteristična jednačina diferencijalne operatorske 
jednačine (1.19) je oblika
m n
F(u)) = } T a. v sk u)j =
j = 0 k=0
( 1. 21) 0.
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Tvsidj&nje. 1.10. Karakteristični polinom diferenci- 
jalne jednačine u polju M ima uvek m-korena i svi ti koreni 
se mogu pređstaviti u obliku konvergentnog reda oblika ([11])
oo
(1.22) cu = 7 c.Jtla"e/j x
i=0
gde su a i B racionalni brojevi a > 0.
9
T v A d j z n j z  1.11. Ako je operator m logaritam i <- 
-struko rešenje jednačine (1.21), tada svaka od funkcija 
e^w , A e ^ ,. .. , AK zadovoljava jednačinu (1.19).
TvJidjznjz 1.12. Ako je 3 > 1 i co ^ 0 ili je° g = 1 
i c-o nije realno, tada operator oj definisan redom (1.22)’ ne 
definiše eksponencijalnu funkciju e.xp(Aw). U suprotnom slučaju 
u> definiše uvek operatorsku eksponencijalnu funkciju exp(Aw).
Diferencijalne jednačine operatora mogu se podeliti 
u tri grupe u zavisnosti od broja logaritama kafakterističnih 
korena. Diferencijalna jednačina je
1) logaritamska ako su svi koreni karakteristične 
jednačine logaritmi,
2) čista ako nijedan koren nije logaritam,
3) mešovita ako su neki koreni karakteristične’ jed- 
načine logaritmi,a drugi nisu.
Prema tome, linearna diferencijalna jednačina sa 
numeričkim koeficijentima je uvek logaritamska i njeno rešenje 
ima onoliko proizvoljnih konstanti koliki je njen red.
Rešenje diferencijalne jednačine (1.19) je oblika
I ♦
( 1 . 2 3 )  x ( A ) = x h ( A ) + X p ( A ) ,
gde je rešenje homogenog dela:
d(m) <(j )
*h<*> = l l
j=l i=l
i tc(j) jeste višestrukost korena oij , bj ^ su operatori > a d(m) 
je broj različitih korena.
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Ako su koreni karakteristične jednačine jednostru- 
ki i logaritmi tada je rešenje homogenog dela jednačine (1.19) 
oblika
m
(1.24) x^( A) = l bj • e.xp( Xojj ).
j = l
Približno rešenje homogenog dela kao i ocena greške 
biće prikazani u glavi 2., dok će se partikularno rešenje ana- 
lizirati u glavi 3.
U [11] J. Mikusinski je dokazao teoremu o jedinstve- 
nosti rešenja.
Te.osie.ma 1.4. Z a date operatore k o ,...,k . i tačkum -l
Ao u intervalu (Xi,X.2 ) postoji najviše jedna operatorska funk- 
cija x(X) ko^a zadovoljava jednačinu
m n
I I oij ?k sk x (  ̂}(X) = 0
j=0 k=0
sa uslovima
x( Xo) = ko, x^(Ao) = ki (m-1) , ,  ̂x ( Ao ) = m-1
1.9. VEZA N U M E R I Č K I H  P A R C I J A L N I H - D I F E R E N C I J A L N O - 
- D I F E R E N T N I H  J E D N A Č I N A  I D I F E R E N C I J A L N I H  
J E D N A Č I N A  U POLJU O P E R A T O R A  M
Parcijalna diferencijalno-diferentna jednačina sa 
konstantnim koeficijentima
m n 3j+kx(A,t)




* l l lk
M= 1 j = 0 k=0 3 ’ ^
gde je A-, < A < A2, 0 < t < «>, t >0, y = 1,2,...,d, x(A,t)
r= 0, t < 0 se u polju operatora Mikusinskog M može napisati
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kao ( [ 32]):
m d my









bV(s) nv= l eV .3 »k
ks za j = 0,1,... ,m
k=0
f(X) = (tp( X,t)} +
n-1 m K 35+kxCX,0 )
+ l 3n-K-1 l I aj,n-K+k 3Xj 3tk
K = 0 j = 0 k=0
d V 1 K
+ l
" L Se ^ l m  -k-1s i 1 V
V=1 K = 0 j=0 k=0
Karakteristična jednačina jednačine (i
M d — T s
l [a.(s) + I e V b j (s ) ]a)j
j =0 P = 1
3̂  +kx(X,0) 
3X^3tk
M = m a x (m,mi,..., m .)
a. = a.3 3 za j  ̂m a. = 0 3 za j > m
bV = bV za j  ̂m,, b V = 0 za j > m.3 3 J V 3
U radu [32] autor je pokazao
Tvndje.nj<t 1.13. Ako je m >  m̂  za u = l,...,d jedna- 
















1.10. VEZA IZMEDJU 0 P E R A T 0 R A
M I K U S I N S K O G  I D I S T R I B U C I J A
Fundamentalnu ulogu u izgradnji teorije distribuci- 
ja igra prostor P , snabdeven odgovarajućom topologijom,koji 
čine funkcije definisane na R, koje imaju sve izvode i kompak- 
tan nosač.
Vzfi-inZC'ćja 1.14. Prostor neprekidnih linearnih funk 
cionela nad P naziva se prostor distribucija i obeležava sa V'
Interesantno je uspostaviti vezu izmedju operatora 
i distribucija. Postoji više radova u tom pravcu. Mi ćemo se 
zadržati samo na radu [33], jer je on interesantan sa stanoviš 
ta ove teze. J. Wloka je pokazao sledeće
Tvfidjznjz 1.14. Skup V ' onih distribucija koje ima- 
ju nosač ograničen sa leve strane izomorfan je sa j.ednim pot- 
prostorom polja operatora Mikusinskog.
Izomorfizam se konstruiše na sledeći način:
fD <— > —  gde je D * (p = f cp i
i D e P', 0 2 (P e P, f € c“ (C00 je prostor beskonačno mnogo 
puta diferencijabilnih funkcija), sa nosačem ograničenim sa 
leve strane.
Pri uvodjenju pomenutog izomorfizma koristi se poz- 
nata činjenica ([26]) da za(p e P, (p t 0 i Đ <=: V ' važi D * (p = 
= f, gde je f e C°° i ima nosač ograničen sa leve strane.
U radu [33] takodje su prikazane sledeće leme.
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L z m a  1.8. Ako je distribucija D definisana nepre-
kidnom funkcijom tada njoj odgovara, pri ovom izomorfizmu,
operator koji predstavlja istu neprekidnu funkciju.
Po definiciji je 6(n)(<p) : = (-l)n<p(n)(a). Ako je / \ a
a = 0 piše se samo 6^n .
L z m a  1.9. 6 (n)(t) <-> sn
Le.ma 1.10. 6(t - A) <— > e-Xs
Operator oblika f/<p gde je <p € V> a f neprekidna 
funkcija koja ima nosač na desnoj polupravoj, medjutim nije
ooiz C ,nema odgovarajuću distribuciju. Distribucija sa nosa- 
čem koji nije ograničen sa leve strane nema odgovarajući ope- 
rator.
U istom radu [33] autor uvodi pojam operator-distri-
bucij e.
Neka je ®o klasa svih neprekidnih funkcija u oblasti
D :  ( a < t < ° ° ,  A i < A < A 2 ). Svaka neprekidna funkcija ima
izvod proizvoljnog reda u smislu distribucija tako da se mogu
d _ « 32formirati klase <Di = 15T ®0 , ®2 = ■3T 2 . Elementi kla-
se ®k , k = 1,2, . su distribucije čiji su nosači sadržani u 
D i dobijaju se operacijom parcijalnog distribucionog izvoda 
reda k po A funkcije iz ® o . Operacije sabiranja i množenja 
brojem posmatraju se na uobičajeni način, dok se konvolucija 
izmedju distribucije
f e <x> = u c> • 
i = 0 1
i neprekidne funkcije a(t) uvodi k a o :
,n
f (t, A ) * a(t) : =
3 An
(F(t,A) * a(t))
Sabiranje u <D se definiše kao
„ n
3 An
fi + fa : (F 1 + Fa ) gde su f 1 ,f 2 € <D
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3n 3n
F i ,F2 £ 0 0 , — — Fi = f 1 ; — — F2 = f2 . 
3Xn 9Xn
U radu [33] je uveden skup MD čiji su elementi ope- 
rator-distribuci j e , razlomci u odnosu na konvoluciju >
gde je f(A,t) distribucija iz <C> a g(t) t 0 funkcija iz C. Po 
definiciji je takodje
9 ,f(A,t)^ f(A,t)
3A A a(t)  ̂ a(t)
i važi
(a) Ca * f ± b * g) = a * |f ± b*|f
gde su a i b operatori koji ne zavise od A.a f i g operator- 
-distribucij e
(b) 3J\ ( f
. 3cp 
= 3A f + ip *
3f3T






gde su koeficijenti a^ operatori iz M,dok su f i rešenje x 
operator-distribucije predstavljaju jednačine tipa (1.19) ili 
(1.26) . Sledeća tvrdjenja pokazana su takodje u radu [33].
Tvtidjnnjii 7.75. Ako je f neprekidna operatorska 
funkcija tada je svako rešenje jednačine (1.28) (koje pripada 
MD) istrovremeno u M.
TV'td/e.nje 7.76. Homogena diferencijalna jednačina 
m
y a . —2-t- X = 0
i=Q 9A
ima u MD najviše m linearno nezavisnih rešenja, koja sva pri- 
padaju M i koja su beskonačno mnogo puta diferencijabilne po \ .
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Tvfidje.nj£ 1.17. Neka je x rešenje jednačine (1.28)gn
koje pripada MD. Tada postoji X u M takvo da je x = ---  X i
3 Ankoje zadovoljava jednačinu
m
\n
gde je f = 9 An
J a. -2-r X = F
i=0 9A
F, F je jedna neprekidna operatorska funkcija.
Iz prethodnih tvrdjenja sledi da u MD ne postoje rešenja jed- 
načine (1.28) koja nisu logaritmi u M.
Na osnovu tvrdjenja 1.17. pokazuje se
TvndjznjtL 1.18. Ako su sva rešenja jednačine (1.28) 
u MD i f € MD, tada postoji uvek jedno partikularno rešenje xo 
posmatrane jednačine i to
\n ,n3“  v  _c 9 r>Xo = — r Xo , f = — —  F ,
3 An 9 An
(F, X su neprekidne operatorske funkcije),
m
J a. -2-r- X0 = F
i = 0 1 3 A1
1.11. K A R A K T E R  E K S P O N E N C I 0 A L N O G O P E R A T O R A
Eksponencijalni operator eAa)( gde je w dato relacijom
(1.22), se izražava u tezi preko sledećih tipova
(1) £*P(-y£. a ) za a > 0
(2) e ’Ms za y > 0




za i0a-8 > 0, a > 0
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Operator exp(-y£ a ) posmatran je u radovima [9], 
[21] i [27]:
1) Ako je 0 < a < 1 i |a-tgy| < - a), tada
je operator
t-1®(0,-a; yt a ), t > 0 
exp(-y£~a ) = | |
0 , t = 0
gde je ® f u n k c i j a  E.M. W v i g h t a , iz C.
2) Ako je 0 < a < 1 i ang | y | = -̂( 1 - a) , tada
operator
exp(-y£~a ) = s£={t~ž®(|,-a; - | y | • e * ^  1-01 );Lt~ a ) }
2za 0 < a < •=• predstavlja d i s t r i b u c i j u  koja nije funkcija, dok 
2 đza < a < 1 predstavlja f u n k c i j u  koja nije Lebesque-integra- 
bilna na intervalu [0,T], T > 0.
3) Ako je 0 < a < 1 i it > |a-tgy| > y( 1 - a) tada
—(X . ^exp(-y£ ) predstavlja o p e r a t o r  k o j i  n i j e  ni f u n k c i j a  n i t i  dis 
t r i b u c i j  a.
4)
exp(-y£- 1 ) = e , y > 0 jeste operator translacije
5) Ako je f £ L tada e^ - I 6 L.
cxa) Ako j e f = y £ , a > 0 ,  y kompleksan broj,
imamo
(1.30) exp(y*a ) = I + (t-1®(0,a;yta )}
gde je ® funkcija E.M. Wrighta.
Za a > 0 operator exp(y£a ) - I je iz L
Za a > 1 operator exp(y£a ) - I je iz C
1.12. FU N K CI JE  E.M. W R I G H T A
U operatorskom računu veoma važnu ulogu imaju već po 





,p > 0 ili -1 < p < 0.
Osobine ovih funkcija, koje ćemo nadalje koristiti, su slede- 
će:
-cx •(1) F(t) = t ~ 10(0 ,-ct;-t u ) =
2iri / exp(tz - za )dz
Rez = 0
(2) F(n)(0) = 0; n 6 N
(3) F(k)(t) = t”k-1®(-k, -ct;-t ”a )
(4) Neka je X = ea l , 0 < ct < i , a  < i, t > o
H* P A i ct), tada je:




C = cox ct (a + — ) +
3-1, --- r CTTT .
C 0 6  CT (a — — ^)
(5) Majoracija funkcije t~ 1<1>( 0 ,-CT ;-Xt °) za
0 < ct < 1 u okolini nule je: 
(a)
t“ 1®(0 ,-cj;-Xt"a ) < ( ^ ) 1_aexp(-(l-CT)
pod uslovom da je A/ta > 2 / o ° ,
,2n
- C T(1.33) (b) t-i<I>(0 ,-CT ;-Xt ) ^ C(2n+1) +
( 2n)! 
T 2n + 1
(2n+l)I
C(2n+2)
za svako n £ N ,  0 < t ^ T  gde je
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(1.34) C(k) = ^  r(jj) [ C 0 4 O (o - 2J) “  / (JTT \ ico4cr (a + — ) J
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2, MERA APROKSIMACIJE ZA PRIBLIŽNA 
REŠENJA HOMOGENE DIFERENCIJALNE 
JEDNAČINE OPERATORA
U prvom delu ove glave posmatraju se homogene dife- 
rencijalne jednačine operatora M koje odgovaraju parcijalnim 
diferencijalnim jednačinama. U § 2.2 daje se oblik približnog 
rešenja (kao u radu [21]), konstruišu se operatorske funkcije 
z^(A) i z(A), za koje se pokaže da pripadaju prostoru Fo. Pre- 
ko funkcionela BT (z (X) - z(A)) i A(z (A) - z(A)) pokazuje 
se da niz operatora *n (A) konvergira ka operatoru x(A) u kon- 
vergenciji tipa I' (§ 2.3; § 2.4). U § 2.5 konstruisana je 
mera aproksimacije A sa kojom približno rešenje aproksimira 
tačno rešenje homogene diferencijalne jednačine operatora. U 
§ 2.7 konstruisana je mera aproksimacija u L ,  a u §  2.8 u C .
U drugom delu ove glave § 2.9 i § 2.10 posmatra se 
homogena diferencijalna jednačina operatora koja odgovara par- 
cijalnoj diferencijalno-diferentnoj jednačini. Korišćenjem 
rezultata iz rada [22] pokazuje se da operatori z^(A) i z(A) 
pripadaju prostoru F0<i pa se preko koeficijenata ograničenja 
daje mera aproksimacije sa kojom približno rešenje posmatrane 
jednačine aproksimira tačno.
Rezultati ove glave, izuzev konstrukcije približnog 
rešenja ( [21] , [22]) su dobijeni u saradnji sa prof. dr E. Pa- 
pom.
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2.1. H O M O G E N A  D I F E R E N C I J A L N A  
J E D N A C I N A  O B L I K A  (1.18)
Homogena diferencijalna jednačina operatora
m n-
( 2 . 1 ) l l ak>jskx(j)( M  = 0,
j =0 k=0
gde su a. , numeričke konstante i 0 < X < X1t)sa uslovima 3
(3),( 2 . 2 ) (0 ) = <P. , j = 0 ,. .. ,m.
ima jedno rešenje oblika
(2.3) x(A) = be.xp(-Xw)
gde je b operator, koji se odredjuje iz uslova (2.2), dok je
(2.4) OJ l z a a > 0 i 3 < l
i=0
rešenje karakteristične jednačine koju možemo pisati u obliku:
m n .
m
m-k wk = 0.
j=0 k=0
Najmanji stepen r, od operatora &, u prethodnoj jed- 
načini pojavljuje se najmanje dva puta za j = i i j = k:
r = m - n. - Bi = m - n, - k ^ m - n .  - 3 j1 k  j
Iz prethodne relacije utvrdjuje se faktor 0. Koeficijent uz 
daje prvi koeficijent reda oblika (2.4),c0 . Rešenjem jedna- 
čine:
a .  n C Ži »n^ + ak,n. c 3 0 .
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dobija se koeficijent co. Odredjivanje drugih koeficijenata 
c ^ , i = 1,2,..., u (2.4) prikazano je u radu [21] za a = l/q i 
8 = p/q,  p , q  £ N.
Uvodjenjem smena u = i v = karakteristični
polinom se može napisati u obliku
m ^
PCu,v) - l l  ----  Pukvj(0,co )uk (v - c0 )^ .
j = 0 k£0 ^ !k!
Ako se označi sa Q^(co) : = Pv (0,co), može se pisati
1 m - i
v-co = ------- l l ----  P k j(0,co )(v - c0 )^uk
Q "(co) j=0 k>0 j!kI
gde je u sumi izostavljen indeks (1,0). Na osnovu poslednje re- 
lacije i relacije v - co = £ a^u1 dobijaju se koeficijenti
i>0
1
C1 = --------- P ( 0  ,co )
Q'(co) V
1 1 1c2 = - ------- t^P a (0 ,c0 ) + T P a(0,co )ci +
Q (c0 )
+ P (0,co ) c 1 ] .
U ,  V
2.2. P R I B L I Ž N O  RES EN JE
U slučaju kada ođredimo samo konačan broj koeficije- 
nata c^, i = l,...,n (kao i a i 8) dobija se jedno približno 
rešenje jednačine (2.1)
(2.5) x (X)  = b exp(Xw )n n
gde j e







Približno rešenje homogenog dela je
h ,n
d(m> k( 3> . , Xa).
(X) = z I b j,ix e 3,n
j=l i=l
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gde je <(j )
(2.8 )
višestrukost korena u., b. • su operatori i3 3 ’1
n
U) . = J c. .£ia3-63 3 5n L 1 , 3
i = 0
, aj > 0, < 1.
U cilju procene greške, odnosno odredjivanja mere 
aproksimacije, posmatraćemo prvc približno rešenje oblika (2.5) 
jednačine (2.1) sa uslovima (2.2). Pokazaćemo da niz operatora 
(xn (X)}, gde svaki član predstavlja jedno približno rešenje i 
oblika je (2.5) (X se uzima kao parametar), konvergira u konver- 
genciji tipa l ' ka tačnom rešenju x(X) oblika (2.5). Kako je 
konvergencija tipa I ' ekvivalentna sa konvergencijom definisa- 
nom pomoću funkcionele A(x) koja je data relacijom (1.12) na 
prostoru Fo. Formiraćemo operatore
gx (X)
(2.9) z (X) = - - ----  ,
n g
gde je x (X) dato relacijom (2.5),
gx(X)
(2.10) z ( X ) = ------,
g
gde je x(X) dato relacijom (2.3) i operator g predstavlja funk- 
ciju iz L o . Sledeća lema pokazuje da svaki član niza {zn (X)} 
kao i operator z(X) pripadaju prostoru Fo.
Lema 2.J. Početak nosača operatora x r (X) i x (X) je 
veći ili jednak nuli: (A(xn (\)) > 0; A(x(x)) £ 0).






sledi da je A(X-a ) = 0 za a > 0.
Na osnovu (1.8) dobija se da je = 0 za 8 < 0







uniformno konvergira na svakom kompaktnom skupu u R, Za 
ioa-3-1 > 0 (koeficijenti | |  < Mp1 za i = ii, ii+l,...} 
ii > io ([21])) važi
*( I ° Š a~*)= 0
i=i
kao i
A(exp(x l c.£ia-e)) 
i= i
Na osnovu (1.29) je
0 za ia-8 > i.
A(exp(-y<> a)) = 0 z a y > 0 i 0 < a < l  
( | <Vig\i | < i-a)) •
Iz definicije H^(t) sledi (H^(t)) > 0.
Ako je g iz L o , tada operatori gx^(A) i gx(A) pred-
stavljaju funkcije iz L, pa prema tome zn (A), n = 1,2,...
i z(A) pripadaju prostoru Fo.
U cilju konstrukcije funkcionele A(z (X) - z(A)) na
osnovu relacije (1.12) posmatraćemo funkcionelu B_, (z (A) -i j £ n
- z(A)) koja se prema (1.11) formira na sledeći način
(2.11) B„ (z ( A ) - z ( A )) = -tnrfdl eCT(A,t)HT , g £ Lo , i 5 g n g l
I gll T < 1, I Ag||T < e>
gde je
g(x (A) - x ( A )) {e (A,t)}-- — _____________ s ; --fi_______
g g
Kako nismo u mogućnosti da tačno odredimo veličinu
Bt (z (A) - z(A)) moramo je proceniti. i j £ n
2.3. P R O CE NA  F U N K C I O N E L E  £ ( X ) - z ( X ))
Dokazaćemo prvo
Le.ma 2.2. Za svako T > 0 i k > 0 postoji operator
l
(2.21) gi = ------- k
I + kJt
koji predstavlja funkciju iz Lo i važe nejednakosti
I g 1 1IT < 1  i IU-£gillT < ^
V o k a z : Operator
^ -ktg-i = ------- k = (ke }
I + kJl
predstavlja funkciju iz Lo jer je
T
I g 1 1IT = k j | e kt | dt = 1 - e kT > 0 ,
0
za svako T >  0, k > 0  i 0 < I g 11IT < 1. Dalje je
T 1 - e _kT 
IU-JlgillT = J11 - 1 + e K r |dt = ---------  < £
0 k
za svako T > 0, k > 0.
Na osnovu relacije (2.11) važi
(2.13) B„ ... ( z ( A )  - z( X ) ) < I e (X,t)llT , i , i / K n  gi i
za svako T > 0, k > 0.
U cilju procene izraza llê  ( A , t )I T razlikovaćemo 
sledeće slučajeve u zavisnosti od g i pod pretpostavkom da je
(n+l)a-3 > 1
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a) Ako je 3 = 1  možemo pisati
g-ib(exp(AaO - exp(Aco)) =
n
= e^CoS n £xp( Ac.£ia ^gib^^p^ A • £ c.£la 1 )
i= 1 1 . ' 1i = r+l
(I - £xp( A • l c ^ 1"- 1 )) 
i = n+l
gde je r izabrano tako da je ra-1 < 0 i (r+l)a-l > 0. Jasno
je da je r = 0 za a > 0. (Koristi se uobičajena konvencija da
oje TT (•) = I); r = 1, za a = l i r > l z a O < a < l .  
i=l '
Ako je coA < 0 tada operator e 0 predstavlja opera- 
tor translacije i pri proceni se koristi relacija (1.1).
Slučaj kada je coA > 0 nećemo razmatrati u tezi.
b) Ako je 0 < g < 1 tada korišćenjem relacije
(1.2) dobij amo:
| g l b(£xp(Au>n ) -  £xp(Aw))| <
r n 
< | £xp (A l c^«.101"^) | |bgi£xp(A l ci£la-e)| • 
i=0 i=r+l
00
• | £XP (A l c^S,101'3 ) - I|
i=n+l
gde je r izabrano tako da je ra~3 < 0 i (r+l)a-3 > 0. Jasno 
je da je r = 0 za a £ 1 i r > 0 za 0 < a < 1.
c) Ako je 3 < 0 tada se može pisati
|bgl (£xp(Awn ) - £xp (Ato ) | < 
n
< |bglexp(A l C;LJlia"6 )| |exp(A l C;LJlla'3 ) - I| . 
i=0 i=n+l
U slučajevima a) i b) javljaju se operatori tipa 
£xp(ACiJl~^6 a 1 ^) takvi da je 3-ai > 0 za i = l,...,r (u sluča- 
ju b) može biti takodje i = 0), koje ćemo posmatrati u tezi sa-
mo pod uslovom








| a-tg^-Ac^) | < -̂( 1 - a).
l,...,r (i i = 0 u slučaju b)). Prema (1.29), tada ope- 
exp( Ac^Jl ai ) ̂ predstavl jaj u funkciju E.M. Wrighta
Pomoću (1.33) i (1.34) dobija se procena:
T
/ |t-1<X>(0,-($-ia); -Ac^t'^6"a i } |dt <
0
T 2n+1 T 2n+2
< ------ C(2n+1) + --------  C(2n+2) =:R.(A,T)
(2n)! (2n+l)! 1
..,r ili i = 0 za svako n € N ,  0 < t < T  gde je
C(k) 2 r ( ^ )tt( 6-ia) v3~iot;
Operator exp(Acr Jlra 6 ) jeste numerička funkcija za 
0. Tada umesto R^(A,T) imamo
R^(A) : = exp( A • | c | ).
Označimo sa
n
{Rr+l,gia > t ) }  : = I C;LJlla"6 )| =
i=r+l
oo n
= | l (-l)1 (kJl)1 + 1bexp(A l ci£ la'B )| < 
i=0 i=r+l
n
< | kJlbexp(A l c±Jlia~^ ) | + 
i=r+l
oo n
+ |b l (-l)1 (kJl)1 + 1exp(A l c.Aia"6 ) .1
i=1 i=r+l
U daljem radu posmatraćemo samo takve probleme kod 






predstavlja funkciju iz L jer je najmanji eksponent od i 
(r+l)a-3 > 0. Kako je konvolucija lokalno integrabilnih funk- 
cija ponovo lokalno integrabilna funkcija sledi da operator
n
( l cJLia-e )k 
i=r+l
definiše lokalno integrabilnu funkciju. U izrazu
( J c. i0‘-6 )ku 1
, i=r+l
najmanji eksponent jeste ((r+l)a- 3)k za k = 0,1,... . Uvek 
postoji takav indeks ki da važi ((r+l)a-3)ki < 1 i ((r+l)a-3) • 
• (ki+1) M  pa se može pisati:
n
|kJLbexp (X l c A i a ~^)\ <, 
i=r+l
n ^ia-3-1 
< bkf SL + { X £ c . --------  )
V 1 r ( ia -B )
H + ... +
i=r+l
n ^ia-3-1v 11 .AU P-J.ki / t \ kii
H  l Ic.| -------- ) }
1 ‘ i=r+l r (ia-1)'
00 ,k n ia-3-l
{ z -  I Ic± l -------f




gde j e * k z a k =  2,3,... i označava k puta primenjenu konvolu- 
ciju. U prethodnoj relaciji red
tia-3-l
f(ia-3)
uniformno konvergira za t ž 0, pa na osnovu relacije (1.6) mo-
t+5





/ lR^ i >g1a >t)ldt s
0
n







n 1  t i a p i  k i
-  (  I i=ii /  — — -  « )  





k! >- Ik=kt+l k! i=r+l 0
n
( i i = i i ; - — « ) * )r(ia-B) 
ia-6
kDg i(T)fl + X l c. ------\ 1 rr + a-
»k 1 n
— ( l l°il










k! ( I l°ii=r + l
,ia-3 \k
r ( ia -B + l )
)  - kI)g l ( T ) e
XC(T)
D (T) : = f |b (t) |dt, {b (t)} = HbO 1 o1 o1
0
n da-3
(2.18) C ( T ) :
Ako označimo sa:
y | c .
i=r+l T(ia-B+1) *
n
{ lRJ+i,g : = lb l ( - D ^ k n 1 ^ ^  l c ± ,ia-B )|
i= 1 i=r+l




tada važi sledeća procena:
T T
(2.19) / |R* „ ( X,t) |dt < k / e~ktdt kD (T)e A C(T)
0 0
= kD (T) .eXC(T),& 1
gde su D (T) i C(T) dati sa (2.17) i (2.18). g 1Na osnovu relacija (2.15), (2.16) i (2.19) važi:
JIRr U , g , (X’t >ldt S KDgi(T).eXC(T> = : 5rtl>gi(X,t)
- 0
U slučaju c) procena operatora
n
|bgiexp( l g) |
i=0
vrši se analogno kao u prethodnom slučaju tako da je r+1 = 0. 
Pod pretpostavkom da je (n+l)a-B > 1 operator
°° (i-p)/q
exp(X l c^l ) - I
i=n+l
definiše funkciju iz L. Označimo sa (|e(X,t)|) izraz
| exp( X l c±illa~B) - I| 
i=n + l
koji se pojavljuje u sva tri slučaja a), b) i c). Izvršimo 
sledeće transformacije:
{ | e( X,t) | } < l —  ( l |c. | #,10t~č)k <
lc' 1k=1 K• i=n+l 00
< i
(n+l)a-8-l (n+l)a-6-l r i
------2----- ------2----- l 1°n+l+i i«.ia + 1.X
i = 0
,k / (n+l)a-3-l . „
■!?■(*  i i w i ‘iatl •k=0 k ‘ i=0
Redovi u prethodnoj relaciji konvergiraju uniformno 




m (n+Dot-3-1 _  ̂i -----— ----- -*■. 2
/ j e(X,t) | dt < (/ --- ------------- ) *
n „ (n+1)a-8-l 'o r ^ - a'6‘
ia
 ̂ ^ Cn + l+i I r(ia+T) dt*X  ̂ k! 






• l  K t l t D
i = 0 0
tia \
r ( i a + l ) '
00 00nia + 1
/T (n + l)a-6-l °° Tia + 1 \
^((n+lU-fc) L  ̂ Cn+1+1 L ( i a  + 2)'i=0
(r(iiiii>fl=-i+i)):
,(n+l)a-3~l'T ( n + l ) a - B - l  / r n '
------------------  A v ( T ) exp( X •v ( T ) ---------------
2 ' T( (n+l )a-3
E(X,T)
r(lllll^3z^zl + i)
gde se korišćenjem rada [21] i činjenice da je |a^| < Mp1 , 








Tia + 1 
T(ia+2)
’(





Korišćenjem prethodnih nejednakosti lako se pokazuje
Lema 2.3. Ako su operatori z(X) i z (X) dati relacin
jama T2.9) i (2.10) respektivno, tada važi procena:
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(2.23) BT ,l/k(zn (X) " Z(A)) - Hegl^»t)|lT <
1





z a 0 < 3 < l i a > 0
R i(A,T)...Rr (A,T)Rr+1 (A ,T + Aco)E(A,T)
z a 3 = l i O < a < l
R- „ (A,T+Ac 0 )(E(A,T) l 5gi
z a 3 = l i a > l
Rn (A,T)E(A,T) u j g 1
z a 3 < 0 i a > 0  
2. 4. PROCENA FUNKCIONELE A(zn(A) - z(A))
Na osnovu (1.12) možemo pisati
(2.24)
-i / • ( z ( A ) - z( A) )
A( z ( A ) - z( A )) = l — - - -------------n • _ i
i=l ele (1 + B . ./.(z (A))-z(A)) ) ijl/i n
osnovu činjenice da je funkcija y = monotonoNa





1+BT,l/k(zn (X)"z(X)) l+kgi(A,T,a,3) r^ n+1)ct.g-j-^ ^
(n+1)a-3-
1 + 0
k (A,T ,a,3) gi
Na osnovu relacija (2.14), (2.16), (2.17), (2.18),
(2.19), (2.20), (2.21) i (2.22), kao i činjenice da za koefici-
jente c^ važi. nejednakost |c± | S Mp1 ([213 ) postoje konstante
k i k 0 koje zavise od A,a,3 i g, i konstanta k 3 koja1,g 1  ̂>§2
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zavisi od a i 8 tako da važi:
k o ~ ^ 
2
k 3T
k (X,T,a,B) £ k. _ *e 2)g g« l»gi
Red
k 0 „ e






Na osnovu relacija (2.23), (2.24) i (2.25) dobijamo
A(z (X) - z(X)) < n r( (n+l)a-8-l + ^  ^  ^ie1'
k„ - e**1
k(X,i,a,B)
2 >g31 k l g *e
“ r( ( n + l ) a - H  \  ̂ nV3-2
r\------2-----+1; i=l ele
Time smo pokazali da važi
L e m a  2.4. Ako su članovi niza {z (X)}, čiji su čla-n J
novi dati sa (2.9) i z(X) je dato sa (2.10),tada važi
1
(2.26) A(z (X) - z(X)) < n r(t,n.el)q-e-l + * )
Qgi(X,a,6)
gde-je bi’oj Q (X,u,B) takav da važi 6 1
k„ „ e 
k. e ,ga
(2.27) Q ( X, a, B ) : ž ]f -----^e> 1 - - -L
k 3i
i = l le
Prema tome važi
T2.on<Lma 2.1. Niz operatora (xn (-X)} čiji su članovi 
dati relacijom (2.5), kao pribiižna rešenja diferenci'jalne jed- 
načine (2.1) sa uslovom (2.2) konvergira u konvergenciji tipa 
I ' ka operatoru x(X) koji je đat relacijom (2.3) kao tačno re- 
šenje iste diferencijaine jednačine.
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2 . 5. MER A A P R O K S I M A C I J E  U Fo
Na osnovu definicije 1.9. i teoreme 2.1. možemo reći 
da približno rešenje diferencijalne jednačine (2.1) sa usiovi- 
ma (2.2), dato sa (2.5), aproksimira tačno rešenje dato rela- 
cijom (2.3) sa morom aproksimacije A, u odnosu na A(x), tako 
da je
1
(2.28) A = ------------------- Q (X , a, 8)
r̂ n.l)a-6-l t ^  «’
gde je Q (X,a,0) dato sa nejednakosti (2.27). 
g ̂ Relacijom (2.28) dobili smo meru aproksimacije za 
jedno iz skupa linearno nezavisnih rešenja. Ako su sva rešenja 
karakteristične jednačine date diferencijalne jednačine jedno- 
struka i logaritmi, taaa tačno rešenje ima oblik (1.24)^ a prib- 
ližno
m
(2-29> xh,n = £ bjexP « “j,n)
j = l
gde su w. oblika (2.8). U cilju odredjivanja mere aproksima- 1
cije formiraćemo operatore
Z (X) = -hiJl---  ,
h,n g
gde je x^ ^(X) dato relacijom (2.29)
gxh (X )
(2.30) zh (X) = — ----  »
gde je x^(X) dato sa (1.24), i operator g predstavlja funkciju 
iz L0 .
Funkcionelu B„ ( z. (X) - z, ( X )) formiramo na sle- 1, e h , n h
deći način
B„ (z, (X) - z. (X)) = 1, e h,n h fnijdl £g h (X,t)|lT ,




(2.21) te g ,h(x,t)} : = S' I bj(exp (Xu)j ) - e x p ( X u ^ n ))
5 = 1
Ako operator g, zadovoljava uslove iz leme 2.2.
tada važi:
BT , 1 / k h , n(z^ (X) - z. (A)) < I e . (X,t)Hgi >h
Na osnovu (2.31) važi
(2.31") lle . (X,t)||T < I E ct (X ,t )|| T + | E 9(A,t)||T + .gi,n 1 gi*1 1 gi > z 1
... + | E„ m (X,t)||
gde su-
gi >n\
{E • (X , t )} = g,b • (exp(Xw • ) -  exp(  A(d • „)). 
g i  > 3 3 j  J > 11
Svaki od izraza IIE .(X,t )!!„,, za j = l,...,m proce-gi >J 1
njen je u paragrafu 2.3, pa na osnovu relacije (2.23) i leme
(2.3) možemo dokazati
Lema 2.5. Ako su operatori z^ ^(X) i z^(X) dati re- 
lacijom (2.30) tada važi procena
BT,l/k(zh,n(X) " zh (X)) “ " egl ,h(X,t)llT ~
m
"  ̂ Cn+l)a.-6." -1
3 = 1 ( :
3 3 + 1
gde je svaki od izraza k (X,T,a-, B-;) za j = l,...,m dati re- > . ̂  3 3lacijom (2.23") i postoje konstante k. . i k„ . koje za--*->gi>J z >gi>3
vise od A,a.:>B4 i gi a konstanta k„ • koja zavisi od a. i B->3 3 _ 3 > 3 3 3
tako da važe nejednakosti:
(2.32) k (X,T,a.,p.) S k t ,-e gi 3 3 J->gi>3





Analogno, kao i lema 2.4. pokazuje se i
Lema 2.6. Ako su članovi niza operatora {z^ n (A)} 
kao i operator z^(X) dati relacijom (2.30), tada važi:
m „
A(z, (X) - z. (X)) < l n , n n ------------------ Q (X,ot,8). . /(n+l)a.-B•-1 \81
3=1 < ----- r3- ^ 1)
gde su brojevi Q (X,a.,8.) takvi da važi:S 1 3 j






Teosie.ma 2.2. Niz operatora {x^ n (X)}, čiji su čla- 
novi približna rešenja diferencijalne jednačine (2.1) sa uslo- 
vima (2.2) dati relacijom (2.29), konvergira u konvergenciji 
tipa T ' ka operatoru x^(X), izraženim relacijom (1.24), koji 
pre'đstavlia tačno rešenje istog problema.
Na osnovu izloženog i đefinicije 1.8. možemo reći da 
približno rešenje diferencijalne jednačine (2.1) sa uslovima
(2.2), dato sa (2.29), aproksimira tačno rešenje, dato relaci- 
jom (1.23), sa merom aproksimacije, u odnosu na A(x), koju će- 
mo označiti sa A11
m
l ~  
j = i  r(
:(n+l )a. -~8'. -l) 3 3 + 1 V x ’“j ’V)  g1
gae su Q (X,a.,8-) dati relacijom (2.33) za j = l,...,m.
o   ̂ J J
2.6. PROC ENE  U L
U početku ćemo opet posmatrati samo jedno rešenje 
oblika (2.3) diferencijalne jednačine (2.1) sa uslovima (2.2) 
i odgovarajuće približno rešenje u obliku (2.5). Pretpostaviće-
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mo da operator x(A) kao i operatori x^(A) predstavljaju funk- 
cije iz L. Pokazaćemo da niz (xn (A)}, gde svaki član predstav- 
lja jedno približno rešenje, konvergira u L ka tačnom rešenju 
x(A). Kao što je rečeno u glavi 1., konvergencija u L ekviva- 
lentna je sa konvergencijom definisanom pomoću funkcionele 
F(f) za f € L, koja je data sa (1.15). U cilju procene funkcio- 
nele F(x^(A) - x(A)) potrebno je proceniti izraz I x^ (A , t ) - 
- x(A,t)llT . U tom cilju moramo ponovo razlikovati tri slučaja 
u zavisnosti od 6: (Pretpostavka (n + l)oi-8 > 1 ne umanjuje op- 
štost.)
a) Ako je 8 = 1 tada se može pisati:
b(exp(Au) ) - exp(Aw)) = n
n




• (exp( A • }' c. &ia ^) - I) 
i=n+l
gde je r izabrano tako da je (r+l)a-l > 0.
• n
b) Ako je 0 ^ 8 < 1 imamo:
i=r+l
a-8[b(exp(Aun ) -  exp(Aw))| < |exp(A \ c^fc H ) 
n i=0
• |b*exp(A*£ c^i,101 ^)| »| exp(A*J[ c T#,l a  ^) -  I| 
i=r+l i=n+l
Ako je 8 < 0 tada možemo pisati:
n




• |exp (A* £ c.ilia ^) - l|. 
i=n+l
Ako označ.imo sa 
{|Rr+1(A,t)|} :
n
|b exp( A J[ c^i,101 ® ) | 
i=0
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tada analogno kao u relaciji (2.16):
T
(2.34) / |Rr + 1(A,t)|dt < D(T) eXC(T) = \ + 1 U , T )
0
gde j e
D(T) : = / |b(t) |dt
0
a C(T) je izraženo u (2.18).
Na osnovu procena (2.14), (2.20) i (2.34) dokazuje
se sledeća
Ltma 2.7. Ako operatori x(A) i xn (A), dati sa (2.3) 
i (2.5) respektivno, definišu funkcije iz L, tada važi procena:
I xn( A ) - x( A )ll T < k(A,T,a,6)
gde j e
(2.35) k(A,T,a,8)
R0 (A ,T ) ... Rr + 1(A,T)E(A,T) 
z a 0 < 6 < l i a > 0  
R-i ( A ,T) ... Rr ( A,T)Rr + 1( A,T+Aco)E( A,T) 
za 6 = 1 i a < 1
R.,(A,T+Aco)E(A,T)
za 6 = 1 i a > 1
Ro(A,T)E(A,T) za 6 < 0 i a > 0.
Analogno kao u § 2.4 sledi:
Lema 2.8. Ako čianovi niza (xn (A)} dati sa (2.5) 
kao i operator x (a )» koji je dat sa (2.3), predstavljaju funk- 
cije iz L, tada važi procena












Naime, uvek postoje konstante ki i k2 koje zavise 
od X,a,3 i konstanta k 3 koja zavisi od a i 6 takve da važi:
k(X,T,a,6) < ki ek 2e
k 3T
i važi
T z o A e m a  2.3. Niz {xn (X)>, čiji članovi predstavlja- 
ju približna rešenja diferencijalne jednačine (2.1) sa uslovi- 
ma (2.2) i definišu funkciju iz L, konvergira u L ka x(X) iz L 
odnosno ka tačnom rešenju pomenute jednačine.
Lema 2.8. i teorema 2.3. su veoma značajne jer 
kao što je rečeno u § 1.5 iz konvergencije definisane pomoću 
F(x) sledi konvergencija definisana pomoću A(x), medjutim obr- 
nuto ne mora biti tačno. Ako su tačno i približno rešenje pos- 
matrane jednačine operatori koji predstavljaju funkcije iz L, 
tada je dovoljno pokazati konvergenciju u L kao i odrediti me- 
ru aproksimacije u L.
2.7. MERA A P R O K S I M A C I J E  U L
Na osnovu definicije 1.10 i teoreme 2.3. možemo reći 
da približno rešenje (2.1) sa uslovima (2.2) dato sa (2.5), ko 
je definiše funkciju iz L, aproksimira tačno rešenje oblika
(2.3) takodje iz L, sa merom aproksimacije u odnosu na F(f)
1
Q(X,a ,6)
gde je Q(X,a,0) dato sa (2.36).
Može se pokazati sledeća:
(n+l)a-0-l ------ -̂---- * a)
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Le.ma 2.9. Ako članovi niza {x, (X)} dati sa (2.29)n,n
predstavljaju funkcije iz L i operator x^(X) iz relacije (1.24) 
takodje predstavlja funkciju iz L, tada važi procena
m
F(xh,nU )  - xh (X)) S I /(n+l)a.-6.-1 N 
r(------+ i)
Q(X,aj ,6^ ) ,
gde j e 
(2.37)
00 k . • e 2 ’3 
Q(X,a. ,6- ) > l -^J------
k 3 i1k„ .*e
3 3
i= 1 . i-le
gde su konstante k. •, k 0 . koje zavise od X, a- i g- i konstan-
1 5 J ^ * J J U
te . koje zav.ise od a- i 8-, Lakve da važi nejednakost 
3 > J J J
k(X»T,aj,6j ) — j*
k 3 jT k . . P 0 » J , 2,j’e
za k(X,T,aj>6j) odredjeno relacijom (2.35) za j = l,...,m.
2.8. P R O CE NE  U SKUPU N E P R E K I D N I H  F U N K C I J A  C
Pod pretpostavkom da su tačno i približno rešenje 
operator.i koji predstavl jaj u funkcije iz C, pokazaćemo da niz 
{xn (X)}j gde je svaki član dat sa (2.5), konvergira u C ka ope- 
ratoru x(X), koji je dat relacijom (2.3). Jasno je, da ako su 
tačno i približno rešenje operatori koji definišu funkcije iz 
C, tada oni istovremeno definišu i funkcije iz L i pripadaju 
prostoru F0 * Medjutim, konvergencija u F0 ne povlači konver- 
genciju u L?niti konvergencija u L povlači konvergenciju u C. 
Zato je potrebno ispitati uniformnu konvergenciju niza {x^(X)} 
(po t, za fiksno X) ka x(X), koja je ekvivalentna sa konvergen- 
cijom definisanom pomoću funkcionele G(h), za h € C, koja je 
data relacijom (1.17). U cilju procene funkcionele G(x^(X) - 
- x(X)) potrebno je proceniti izraz |xn (X,t) - x(X,t)j^, (gde 
je |h(t)|T = ^up |h(t ) |). Pri tome ćemo koristiti relacije
(1.2), a), b), c), d) i e) i ponovo razlikovati tri slučaja u
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zavisnosti od g kao u relaciji (2.33). Na osnovu (1.33) važi
C(2n+2)
— ( R — rvi  ̂ rp2n rp2n + l




za ia-g < 0 za i = 0,...,r, za svako n € N ,  0 < t < T  gde je 
C(k) dato sa (1.34).
Operator
n
bex p(  X • l  c^Jl101-^) 
i=r+l
gde je (r+l)a-8 ^ 0, sada definiše neprekidnu funkciju. Pod 




< T Li (T)• e X Cl(T)t i =





X 1 rplOt " ^ 1 1
k! ' l 1 1 ' T ( ia -g ) J
ia-g
: R°+1( A , T H
gde j e
i
| b | < T L-i (T)*H
n





exp( \ ‘l ci ^ a ^ " 1 
i=n+l
predstavlja funkciju iz C, (zbog pretpostavke da je (n+l)a-g > 1) 





|exp(A l c U ia 3 ) - I| = | l },' c ±. Iia-8 ) I ^
i = n+l











l cn*lti* ] S 
i = 0
T ia
( l Mp1 TTTa+lT Y  *
i=0
| X|k /„(n+1)a-8-l
\r T \k=0 k! ((n+1)a-8) i=Q
1 \̂ - V-




















i (T)exp{ | X |------------  U 3
V T((n+1)a-8)'
Korišćenjem nejednakosti (2.38), (2.39) i (2.40) lako 
se pokazuje:
Lema 2 .10. Ako operatori x^<X) i x(X) dati sa (2.5) 
i (2.3) respektivno, predstavljaju neprekidne funkcije tada važi 
procena:
1




gde j e k (X,T,a,$)
(2.41) kc (A,T,a,3)
,r+4
Ro ( X ,T) ... R^+1(X,T)E(X,T)-
(r+4)! 
z a O < B < l i  a > 0
R i (X,T) ... R^Rg+1(X,T+Xc0 )EC (X,T)* 
r +1
• — ------ z a 6  = l, 0 < a < l
(r+3)!
RC ( X ,T+Xco )EC (X,T)^-
za $ = l i  a > l
R?(X,T)EC(X,T) 3 < 0 i a > 0
T 3.Ro(X)R^(X,T)E (X,T) 3 = 0, a >0
dok je r odredjeno tako da ra-$ < 0 dok je (r+l)a-$ £ 0
Analogno kao leme 2.4. i 2.6 pokazuje se i sledeća
Lema 2.11. Ako su članovi niza {x (X)}, dati san ’
(2.5) i x(X) sa (2.3) i predstavljaju neprekidne funkcije, tada 
važi:
1
G(xn (X,t) - x(X,t)) ^
r((,n.l)a-p-a)
QC (X,a,$)
gde je (xn (X,t)} = x^(X) i (x(X,t)} = x(X) i Qc (X,a,$) zado- 
voljava nejednakost:
co k2 c *ek •e ^’c
(2.42) Qc (X,a,$) * l ------ 7- r
k„ -i 3 ,c
i=l le
i konstante k. , k„ zavise od X,a i 3, k. zavisi od a i l,c’ 2,c ’ 3,c
3 i
k (X,T,a,$) < k^ c • ek 2,c'e
k, -T 3 ,c
Te.0Ke.ma 2.4. Niz neprekidnih funkcija {x^( X ,t) } , (re- 
lacija (2.5)) koje predstavljaju približna rešenja diferencijal-
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ne jednačine (2.1) sa uslovima (2.2) konvergira u C ka nepre- 
kidnoj funkciji x(A,t) koja je data relacijom (2.3).
Prema tome, možemo reći da je mera aproksimacije A ^ , 
u odnosu na G(h), za h € C, sa kojom svako od približnih reše- 
nja, oblika (2.5), aproksimira tačno rešenje (2.3) oblika
1
(2.43) A = ---------------- • Q (X ,a, 6 )
C -1) °
gde je Qc (A,a,8) dato relacijom (2.42).
Ako su sva linearno nezavisna rešenja date jednačine 
neprekidne funkcije, tada su odgovarajuća približna rešenja 
neprekidne funkcije i može se pokazati:
Le,ma 2.72. Ako su članovi niza {x^ n (A)} dati re- 
lacijom (2.29) i x^(A) dato relacijom (1.24) i predstavljaju 
neprekidne funkcije, tada važi:
m
G( x, ( A , t) - x, ( A, t) ) ^ l — r --— --- --- Xh,n A  f (n + l)a-i-gj-l\
j = l ------T ---
.Qq( A ,â  ,3 j )
gde je x^ n (A,t) = x^ r (A) i x^(A,t) = x^(A) i Qc (A,aj,gj)
se odredjuje analogno kao u relaciji (2.42) za j = l,2,...,m.
Te.one.ma 2.5. Niz operatora x^ ^(A) , čiji su člano- 
vi približna rešenja diferencijalne jednačine (2.1) sa uslovima
(2.2) i predstavljaju funkcije iz C, konvergira ka tačnom reše- 
nju u skupu C.
Mera aproksimacije je tada:
m 1
I --------------





2.9. P R I B L I Ž N O  R E Š E N J E  H O M O G E N E  
D I F E R E N C I J A L N E  J E D N A C I N E  
O B L I K A  (1.25)
Posmatraćemo u polju operatora M diferencijalnu
jednačinu 
(2.45) 





l y, (s) x^k \ x )  = 0
k= 0
dk





 ̂ 3k,v,j e
j = l
k,v- T . SD
, • su numeričke konstante i brojevi t .* > t .* > 0 , b, £ 1, V , j  j + l j  K , V
Na osnovu relacije (1.1) važi:
(2.48) Ze
k, v -Tj ’ s
V ■{
0 S t  < T ^ , V 
t  > T ^ ’ V
tako da izraz





u,k ,vy b, .« h  ,1‘ pk,v,j k,v
j = i :
predstavlja stepenastu funkciju. Označićemo sa A podskup od M 
čiji su elementi oblika s H , gde je H stepenasta funkcija kao u 
radu [22]. A je komutativni prsten u odnosu na restrikciju 
od dve operacije koje su definisane u M. Jedinični element jes- 
te sHo(t) = I.
Za elemente
q
! ■ ! « ; !  ( t )








se zove koeficijenat ograničenja.
U cilju konstrukcije tačnog i približnog rešenja 
pomenućemo sledeće leme ([22]):
Lema 2.13. Neka je (a } niz iz A i {p } niz odgova-n n
rajućih koeficijenata ograničenja. Ako red
ln>0
p . «,n Y , y > 0




,nY + l Y > 0
konvergira u M takodje.
Lema 2.14. Ako numerički red
k>0
konvergira u polju kompleksnih brojeva za z * zo * 0, tada red
l ak (a^Y )k ,
k>0
konvergira u M.
Lema 2.15. Ako j e
n Tis3 = l 0^ e
i=0
i # 0, tada exp(XasY ) postoji za svako y £ R i X kompleksan 
b r o j . Ako je Ti = 0, tada je potreban i dovoljan uslov da
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e x p ( A a s ^ )
(2.50)
postoji, da bude y < 1, A 
Karakteristična jednačina 
m
V , 0m-v k
>■ ak,v* “ 
k=0






p,q e N i a^ e A .
Takodje je dokazana
Lema 2.16. Neka je u konvergentan red oblika (2.51). 
Potreban i dovoljan uslov da postoji exp(Aw) jeste da postoji 
etp^Aa^Jl^ q ^/p) za i = 0,...,io-l, gde je i0 najmanji prirodan 
broj i za koji je i-q > 0.
Jeđno rešenje jednačine (2.45) je oblika ([22]).
(2.52) x(A) = bexp(Aw)
gde je w oblika (2.51) i operator b zavisi od uslova za datu 
jednačinu.
Približno rešenje jednačine (2.45) jeste
(2.53) x (A) = bexp(Aw )n '■ n
gde je
n
(2.54) w = S,_q/p V a.Jll/p.n ‘J x
i=0
2.10. ODREDJIVANJ E MERE APROKSIMACIJ E
Analogno, kao relacije (2.9) i (2.10) formiraju se
operatori
gx ( A )
(2.55) z (A) =„ nn g
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gde je x(A) dato sa (2.52) i g 6 Lo.
Na osnovu relacije (2.51) možemo pisati
io-1
t x p (  Aaj]
i=0
(2.57) i"-l
,) = exp(\ ■ l
exp(x l  a . t < i - « l V P ) eXp(x a . t ( i ^ >/P)
1=1. 1=1
gde je i0 najmanji prirodan broj i koji zadovoljava uslov 
i-q > 0; i ' je najmanji prirodan broj i koji zadovoljava uslov 
i-q * P-
Pretpostavimo da su ko.ef icij enti a ^ , i = 0,...,io -l 
takvi da važi
io-1
exp(A • I ai£ (l-q)/p) = I. 
i=0
Drugi faktor u (2.57) se može posmatrati u obliku 
i'-l . i'-l




exp C A a ^ ' i - I ^ P )  = lCa.)k Di-<l>k/P +
k=0
+ I £T Cai )k H li-q)k/P
k=k-,+1
gde je indeks k, odredjen tako da je (i-q)k/p < 1 za k = 0,... 
. . . ,k^ dok je (i-q)(k-i +l)/p t 1.
Proizvod elemenata iz A jeste elemenat iz A pa je 
(a^) oblika sH gde je H stepenasta funkcija.
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Treći faktor se može posmatrati kao
(2.59) exp^X • l ai£C;L'q)/p) = I +
• •1 = 1
♦ I £ ( l  a l t . t « W > / P ) - l ) k .
k= 1 i=i"
Na osnovu (2.58) i (2.59) dokazuje sei*l
L e m a  2.17. Ako je operator b oblika al + f, gde je
a kompleksan broj i f je funkcija iz L, tada je za g € L o ,?
gbexp(Ato) operator koji definiše funkciju iz L (po t) pa, pre- 
ma tome, zn (X) i z(X) pripadaju prostoru F0 .
Važi takodje:
T e o n e m a  2.6. Niz operatora (xn (X)} čiji su članovi 
oblika (2.53) konvergira ka operatoru x(X) koji je dat relaci- 
jom (2.52) u konvergenciji tipa I ' .
Približno rešenje *n (X) dato relacijom (2.53) aprok- 
simira tačno rešenje x(X) dato relacijom (2.52) sa merom aprok- 
simacije uodnosu na funkcionelu A(x), tako da je
r ((nll22z6zl + j)
Q (X,a,B) g 1
gde se Q (X,a,6) formiraju analogno kao Q (X,a,8) i u rela- & 1 &
ciji (2.27),s tim što se umesto koeficijenata a^ iz (2.5*4) 
posmatraju odgovarajući koeficijenti ograničenja c^ za koje 
postoje M,p > 0 takvi da važi |c^| < Mp .
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3. KONSTRUKCIJA PRIBLIŽN06 REŠENJA 
NEHOMOGENE DIFERENCIJALNE JEDNAČINE 
OPERATORA I MERA APROKSIMACIJE
U ovoj glavi posmatraćemo nehomogene parcijalne 
diferencijalne jednačine sa konstantnim koeficijentima 
m n 31J+k
(3.1) l l oty , v
y=0 k=0 3Ay 3t
x ( A , t )
k—  = f 1 (A ,t ); 0 < A ^ Ai,





---- u---k—  = k (X) Za y3Ay 3tk y,k k
3y x(0,t)
-----77y----  = % (t) Za y
0 , * . . , m ,
0 ,...,n-l
0,...,m-l
pod pretpostavkom da su fi(A,t), ,(A) i cp (t) za y = 0,...y / k  y
...,m-l i k = 0,...,n-l neprekidne funkcije po obe promenljive.
U polju operatora Mikusinskog M jednačini (3.1) sa 





I l V vsv x<u)(X) = f(i) 
y=0 k=0
m n k-1
(3.4") f ( X ) = (fi(A,t)} + l l l sn"V_1
y=0 k=l v=o
a , (A )y,n-k+vyy ,v
sa uslovima:
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(3.5) x^y ^(0) = ipy gde je cp̂  = {<p^(t)>.
U prvom delu ove glave (§ 3.1) konstruisaćemo prib-
ližno rešenje diferencijalne jednačine (3.4) sa specijalnim 
uslovima, kada su operatori ip̂  = 0 za y = 0,...,m-2 i 4>m_2 =
= , n > r > 0. (Problemi tipa I). Formiraju se operatori
y^(A) i y(A), pokazuje da oni pripadaju prostoru Fo (§ 3.2,
§ 3.3). Takodje se konstruiše mera aproksimacije u F0 , L i C 
(§ 3.3, § 3.4, § 3.5).
U drugom delu ove glave (§ 3.6, § 3.7, § 3.8) kon- 
struiše se približno rešenje iste diferencijalne jednačine pod 
pretpostavkom da su uslovi (3.5) nehomogeni (Problemi tipa II). 
Posebna pažnja se posvećuje koeficijentima kao i A, n (§ 3.7,
§ 3.8). Ođredjuje se mera aproksimacije u F0 , L i C (§ 3.9,
§ 3.10, § 3.11) sa kojom približno rešenje posmatranog problema 
aproksimira tačno.
3.1. P R I B L I 2 N 0  R E Š E N J E  P R O B L E M A  TIPA I
Tačno rešenje diferencijalne jednačine (3.4) je ob-
lika
(3.6) x(X) = *h (A) + x (X)
gde je *h (A) oblika
m <»
_ ia.-B*(3.7) xh (X ) = £ bjexp(X<Uj) gde su \ ci }j* 3 3
j=l . i=0
logaritmi i jednostruka rešenja karakteristične jednačine date 
jednačine. Partikularno rešenje za jednačinu (3.4) sa uslovima
(3.8)
x^3 \ o )  = 0 za j = 0,...,m-2, 








/ f(k )x^(A-k )d«
m 0
n
r ]= ) a i sm '' m,k
k=0
Integral u relaciji (3.9) posmatra se u polju M u smislu defi- 
nicije 1.5.
Približno rešenje posmatrane jednačine je oblika:
(3.11) xnU) = *h,n (X) + x (X) p,n








i0tj'3j„ =,n = l ci,j* 'J » “3^ °» 6J- *» ci,j 6 C
i=0
dok je približno partikularno rešenje oblika
X
1 ((3.13) x (X) = ------ J f(ic) x,_ _(X-<)d< r ^ 0p,n l am 0
, n




(3.14) ynU )  = m 0
g
£ra
/ f ( K ) g ‘ Xh ( X — K ) d K
m 0
(3.15) y (X ) =
gde g pripada L0 .
Pretpostavićemo da su koeficijenti takvi da su
a # 0 i a  n # 0 dok su a v : 0 za k = l,2,...,n-l. Ova m,n m,0 m,K
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pretpostavka ne umanjuje mnogo opštost, ali se uvodi radi 
jednostavnije dalje analize. Tako možemo pisati
I I £n ~ r
SLr a m (a sn + a n m,n m,0 )iV am,n+ am,0^
00





(3.16) — —  f(X) = : (fa (X,t)}
l am
predstavlja funkciju iz L po t.
I ovde, kao u glavi 2., posmatraćemo takve jednačine 
kod kojih operatori gx^ n (X) i gx^(X) za g iz L0 predstavljaju 
funkcije iz L, pa na osnovu definicije (1.5) sledi da operato- 
ri yR (X) i y(X), dati relacijama (3.14) i (3.15) respektivno, 
pripadaju prostoru F0 .
Pokazaćemo da niz operatora (yn (X)}, gde je svaki 
član dat relacijom (3.14), konvergira u konvergenciji tipa I" 
ka operatoru y(X) koji je dat relacijom (3.15), korišćenjem 
funkcionele A(x), x € F0 . U tu svrhu formiraćemo na osnovu re- 
lacije (1.11) funkcionelu
Bt Cyn (X) - y (X )) = i ,e n
= -in^dl Jg (X  ,t)|| T ; g € L0 , II gll T < 1, IU-£gllT < e }
gde je
i x—  ; fco-gc^ (x-K) - x cx-o)dK 
* am 0 .  { J g a > t ) )
g g
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3.2. PROCENA FUNKCIONELE B, {y„(X )-y(X ))* > g n
Operator g = j k ’ k°ji je dat relacijom (2.12)
zadovoljava nejednakosti I gll T < llA-AgJI^ < 1/k (lema 2.2.) 
tako da važi
BT,e(yn (X) " y(X)) " ‘I CX,-t)llT
Procenićemo sada I Jgi ( X ,t )ll Na osnovu definicije 
(1.5), integrala u polju M, važi:
X „
(3.17) / — -—  f(<)*gi(xh n (X-<) - ( X—<))d<
n Ara 0 m
= (/ f a(<,t) * ep h (X-<,t)d<}
0
gde je f 2(<,t) funkcija data sa (3.16), dok je e , (X-<,t)Č» 1 >11
funkcija iz L data relacijom (2.31).
Na osnovu relacije (3.17) možemo pisati: 
t X
(3.18) | Jgi( X , t ) IIT = / | / (fa(K,t) * egi >h( X-<,t) )d< |dt £
0 0
X T T
< / ( /|f2(<,t) |dt-/|egi>h(X-<,t)d<| J d< .
0 0 0
Označimo sa
(3.18'') M( X,T) ma.K / |f a( <,t) |dt .
0<<<X 0
Na osnovu leme 2.4. važi: 
T m
( X-<,t )dt ^ j kg / X"K»T » aj »Pj 5 “
j = l r(‘
m 1
j  k^ ( X ,T ,a • , 64 ) -----------------




gde se k (A-k ,T,a.,3•) dobija iz relacije (2.23"), dok je §1 D 3
(3.19") k M (A,T,a.,&.) = max k (X-k ,T,a . ,6•)
gi 3 3  0<<£X g1 ] ]
za j = 1,...,m.
Na osnovu relacija (3.18), (3.18"), (3.19) i (3.19") 
možemo pisati
m




r (— f - 1- + v  :
PA-Lmzdba.: U slučaju kada x^ ^(X) i x^(X)^dati rela-
cijama (3.12) i (3.7) respektivno, predstavljaju funkcije iz L, 
možemo posmatrati takve jednačine kod kojih je
I
gl— -  f ( X )
a am
funkcija iz L. Tada se procena za I Jgl (X ,t )ll vrši analogno, ali 
preko procena operatora
|g, —  fCA'l i K >n( »  - v x ) l-
36 3.
3.3. K O N V E R G E N C I J A  U F0
Korišćenjem prethodnih nejednakosti pokazuje se
Lema 3.7. Ako su članovi niza operatora {yn (X )> kao 
i operator y(X) dati relacijama (3.14) i (3.15) respektivno, 
tada važi procena
m
A(y (X) - y(X)) < T n **
3 = 1
(
( n U ) g . - g .-l Qg ,a >“r 6: >
gde j e
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00 AM( i , X ) kj? (X,i,a.,p.)
(3.21) Q ct (X,a.,6.) > l ---------- ^ -- - 2-- --- —  , 3 = 1,. . . ,m.
g1 3 3 . . ie1i = l e
Na osnovu leme 3.1. pokazuje se
TeoA.e.ma 3.1. Niz operatora {x (A)> čiji su čla-p 5n
novi približna partikularna rešenja diferencijalne jednačine
(3.4) sa uslovima (3.8) dati relacijom (3.13), konvergira u 
konvergenciji tipa I' ka operatoru x^(A) koji je izražen rela- 
cijom (3.9) i predstavlja tačno rešenje date jednačine.
Prema definiciji 1.9. možemo reći da približno par- 
tikularno rešenje diferencijalne jednačine (3.4) sa uslovima 
(3.8) izraženo relacijom (3.13) aproksimira tačno partikularno 








---------- 3--  + 1
‘gi (A, a.,,8^)
gde su brojevi Q^ (A,a.,8-) dati relacijom (3.21).o 1 D D
Možemo takodje pokazati i sledeću
Te.osie.mu 3.2. Niz operatora (xn (A)} čiji članovi 
predstavljaju rešenja diferencijalne jednačine (3.4) sa uslovi- 
ma (3.8) dati relacijom (3.11) konvergira u konvergenciji tipa 
I ' ka operatoru x(A) koji je izražen relacijom (3.6) i predstav- 
lja tačno rešenje posmatranog problema.
Mera aproksimacije, A x, sa kojom približno rešenje 
x^(A) (rel. (3.11)) aproksimira tačno rešenje x(A), (rel.(3.6)), 
u odnosu na funkcionelu A(x) je:
(3.23) A i = l ---------------------  (Qct ( A ,a. , 8 • ) +
j = 1 -Bj-l + ^
61 J  1
gde je Q (A,a.,8*) broj koji zadovoljava nejednakost (2.32") 
§ 1 3 3
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i Q^(X,aj,3j) zadovoljava nejednakost (3.21).
3.4. K O N V E R G E N C I J A  U L
Ako tačno i približno rešenje homogenog dela posma- 





takodje predstavlja funkciju iz L^može se pokazati da niz 
(xn (X)} čiji su članovi dati relacijom (3.11) konvergira u L 
ka rešenju x(X) koje je dato relacijom (3.6) korišćenjem funk- 
cionele F(f) za f € L. U tu svrhu izvršićemo procenu
lx (X) - x ( X ) I _ < I x. „(X) - x, ( X ) I „ + n I h , n h 1
+ llxp ; n (X )  - xp (X ) l lT .
Korišćenjem leme 2.7. dobija se:
m 1
llxh,na )  ' * h a ) l T S --------------------- k(X,T,a.,6.)j = 1 ^ ( n + l ) ^ - Bl -l + ^
gde je k(X,T,aj,3j) dato relacijom (2.35).
Dalje je:
T X
llxp n (X) - xp (X)llT = / | / f a( X ,t) * (x^ n (X-K,t) -
0 0
- x^( X-k , t ) )dK | dt
gde je f2(ic,t) dato sa (3.16)




I xp R U )  - xp(X)llT <  j ( f | f 2 ( k »t ) | dt • / | Xb ̂ n ( X—ic,t) -
0 0 0
- x^( X-k , t) | dt jd<
m
< X M( T , X ) • l k M (X,T,a^ ,0^ )•
j = l /(ntl)a.-g.-l
r(------ P - + 1
gde je M(T,X) dato relacijom (3.18") i
k M (X,T,a.,6•) = wax k(X-k ,T,a . ,@ .).
1 3 0 < k <\ 3 3
Na osnovu prethodnih nejednakosti lako se pokazuje:
L e m a 3.2. Ako su *n (X) i x(X) dati relacijama (3.11) 
i (3.6) respektivno, tada važi sledeća procena:
m
x ( X ) - x ( X ) l l  <  ln
5 = i  r (
(n+l)a.-6.-1 
■■ - - + 1
(k ( X ,T, a • , 6 • ) + XM(T,X)kM (X,T,a. ,0. )3 ’ 3 3 ' 3
Korišćenjem prethodne leme pokazuje se
Te.oA.zma 3.3. Niz operatora (xn (X)} čiji su članovi 
približna rešenja điferencijalne jednačine (3.4) sa uslovima 
(3.8) dati relacijom (3.11), a definišu funkciju iz L, konver- 
gira u L ka operatoru x(X) koji je dat relacijom (3.16) i pred- 
stavlja tačno rešenje posmatrane diferencijalne jednačine.
Mera aproksimacije a t  ̂ sa kojom približno rešenje 
diferencijalne jednačine (3.4) sa uslovima (3.8) x^(X), aprok- 









gde je Q(A,oij,Bj) konstanta data relacijom (2.37), dok je
(3.;24') QP (A,a.,3,) > I3 ’ 3
i= 1
M(i,A) kM (A,i,a.,6.) ---------  ± J--1-
ie
3.5. K O N V E R G E N C I J A .U S K U P U N E P R E K I D N I H  F U N K C I J A  C
Ako su tačno i približno rešenje homogenog dela 
funkcije iz C (po t) i pod pretpostavkom da je fa(A,t) nepre- 
kidna funkcija po obe promenljive, pokazaćemo da niz (xn (A)} 
čiji su članovi dati relacijom (3.11) konvergira u C, ka x(A), 
koje je dato relacijom (3.6 ), koristeći pri tome funkcionelu 
G(h) za h 6 C. U tu svrhu prvo ćemo izvršiti sledeću procenu 
(na osnovu relacije (1.2))
•i /
\ • v
i |x r (A) - x(A) | < |xhjn(A) - xh (A)|T +
+ |x ( A) - x (A ) | . p,n p
Na osnovu leme 2.10. dobija se




k ( A , T , a . ,$•)
-(n+1 )av~8 . -1 c J J
r(— ' f "1 * U
gde su k (A,T,a.,8>) dati relacijom (2.41), i | • | _, je norma u 
C definisana sa (1.4).
Kako je f2(A,t) neprekidna funkcija po obe promenlji-
ve, to postoji
m(A,T) : = max |f(x,t)|
0<k < A 
0<t< T
x ( A ) - x ( A ) | < p,n p 1
A 4
^ J {|f2(K,t)|>xh n(A-<) - xh (A-K)|d<.
0
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Iz prethodne nejednakosti sledi:
jxn n (X,t) - xp (A,t)|T <p,n
m
< Am(A,T) )' k“l( A,T,a. ,8-) ----------------
j = 1 :1 3 /(n+l)a.-B.-l
J ___1. )
gde je kJ(A,T,ou ,Bj )
k m (A,T,a.,3.) = max k (A-k ,T,a .,8•). c ’ ’ 3 7 3 c D 3
0<<<A
Analogno kao teorema 3.3. pokazuje se
T e o A ^ m a  3.4. Niz (xn (A)}, čiji su članovi približna 
rešenja diferencijalne jednačine (3.4) sa uslovima (3.8), dati 
relacijom (3.11), i definišu funkciju iz C (po t) konvergira 
u C ka x(A) datim sa (3.6).
x^(A) aproksimira tačno rešenje u C u odnosu na funkcionelu




= ) Q (A,a.,8>) +
’* i-i 9 3 3
(J^U.a^.Sj))
gde je Q (A,a.,8-) konstanta data relacijom (2.42), dok je " 3 1
m(A,i) k111̂ A ,i ,a. ,8 • )
(3.25") Q ( A , a . , 8 • ) > l ------------2 -- 3--
J J A iei=l e
3.6. R E S EN JE  P R O B L E M A  TI P A  II
U drugom đelu ove glave posmatraćemo diferencijalnu 
jednačinu (3.4) sa uslovima (3.5), gde su operatori cp̂  # 0. Re- 
šenje jednačine je oblika:
x^(A) + Xp(A)(3. 26 ) x( A )
77
gde je x^(X) dato relacijora (3.7).
U knjizi [11] je pokazano da se karakteristični po- 
linom posmatrane diferencijalne jednačine može rastaviti na 
linearne faktore
m n
P(u>) = a n (w - w . ), a = l a sv m j m m,v
j = 1 v=0
i o)j su rešenja karakteristične jednačine.
Ako karakteristični polinom P(uO zapišemo kao
P(w) = a Pi(w) m
tada, pod pretpostavkom da su nule karakterističnog polinoma 
, j = l,...,m, jednostruke i logaritmi, postoje konstantni 
operatori A^ , j = l,...,m, takvi da važi:
(3.27)
pisati kao
I _ _I I _ _I ( Ai + Aa + + m .
P( w) a P 1 (oo) a w -uh u)-u)a *** u)-u) }m m m
Svaki od koeficijenata A j , j = l,...,m, se može na-
A. = -------
3 PT(u)j)
Pokazaćemo da je prethodna jednakost tačna za j 
Za ostale faktore pokazuje se isto.
Iz relacije (3.27) sledi:
AiPi (u)) + R(u))(u) —u) 1 )
= 1,
Ai R(w)
Pl(w) U)-u)i Pi"(U)i ) Pi(u)
odnosno
I = AiPi(wi)
Partikularno rešenje posmatrane jednačine je oblika
m X
(3.28) x^(X) = 1 Aj Je.xp( ( X-k )u)j ) • f (< )d<
j = l 0
gde j e
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(3.29) Aj I A. = —  = - 3 m a P'(w.) P (o). )m f D 3
3.7. K O E F I C I J E N T I  A










Pretpostavimo da postoji samo jedan par brojeva 
i Uj takvih da su 1 S yi < m, 0 $ Vi < r. i
(3.30) max (k + p.(y-l)) = Vi + 8-(yi-l).
0^y<m  ̂ '1
0<v<n
Posle uvodjenja oznake Wj kao Wj = <lpu)j 
v + Bj(y -1)
!" ( “j> = 1,8 % , , v ,  •
m n/_ IH-l * * Via ,
• (»j * l i - - ^ k—  i
y=1 k=0 y 1,ayi ,Vi
V i - k + 8 j ( y i - y )  _y-l>_y-+\ 
'w: )
gde zvezdice iznad suma označavaju da je izostavljen par indek 
sa yi i Vi zajedno.
— — 1Lema 3.3. Izraz WV za y = 2,. 
j = l,...,m i otj > 0 možemo pisati
• »m, cQ ̂ j * 0,
O:(3.31) WV_1 = c I + l : w.3 y 3»




V o k a z : Zaista, Wj se može pisati kao
a
a .
W. = c0I + A  ̂ W", • * 0 , â  > 0
gde & JW '  definiše funkciju iz L. Iz relacije
r,y-i y-l T  ̂ y-2 0aj , , .„“j „^.p-lW? = Cq . I + yco £ J W + ... + (ilJ W ) K =J 5 J
ai= c I + l J W . , a . > 0
y : »y  :
dobijamo tvrdjenje leme 3.3.
Lema 3.4. Operator , gde je
f  f  U% . k  ^(3.32) Lj : =
y=l k=0 ^ V / V , 1,. . . , m
jeste funkcija iz L.
V o k a z : Iz relacije (3.30) sledi da je
m i n ^ - k + B  . (y4 -y )) = b > 0 
k,y 3
— y— 1(jer je y  ̂ yi i k # Vi istovremeno), dok se W^ može napisa- 
ti u obliku (3.31), pa prema tome Lj je iz L.
Korišćenjem relacija (3.31) i (3.32) P^(oUj) se može 
transformisati kao:
P"(w.) = y4a , sVl+Pj**ll“,1)(cll I + W. + L,): 1 yi,v4 yi :,yi :
pa prema tome koeficijenti A. se mogu napisati u obliku:
I »v-i+Pj^-l) 00 (-i)k a. ,
A. = ------  = ------------  V __,__ (1 3w. + L .)
D P'(w, ) y 1 a c 3y 1 a u c3 y 1 ,vi y 1 k=0 yi
Av i + P j ( y i - l )  / - 1
cyi0tyi /Vi Cy 1
/ "I a-i
l1 * -  (t wj , w /  l 5> + . . . +
y 1
/ n ki(-1) a^ v
--- r-- U  3W. + L. )kl+ lfc :»yi d
C-l)k a, k
— , (£, 3W. + L.)K„k :,yi :
yi k=ki+i yi
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gde je ki odredjeno tako da mtn(aj,b)(k 1 +1) > 1, tako da red
y w. + L , ) k
k=ki+l yi
3 »yi
konvergira uniformno za svako t > 0 .
Ako pretpostavimo da postoji više od jednog para
brojeva yi v, i = l,...,r, r < m, takvih da je >1  >1
max (k + 8 -(y-l)) = V i ,i+8 *(yi»i-l) = 
l£k£n J J
l<y^m
= Vi,2 + 8  ̂(yi / 2 —1) = ... = V, p + p j (y ̂ l)
tada se konstrukcija koeficijenata Aj izvodi, u principu, isto* 
ali tehnički mnogo komplikovanije. Zato ćemo dalje raditi pod 
pretpostavkom da postoji samo jedan par brojeva yi i Vi sa po- 
menutim osobinama.
3.8. P R I B L I Z N O  P A R T I K U L A R N O  R E Š E NJ E
D I F E R E N C I J A L N E  J E D N A C I N E  TIPA II
' i .
Približno rešenje homogenog dela n dato je relaci- 
jom (3.12), a približno partikularno rešenje, pod uslovom da 
su svi koreni karakteristične jeđnačine logaritmi, formira se 
kao
m X
(3.34) £ _(X) = Y A. / exp( (X-ic ) w . )f(<)d<p,n 3 , n r ] ,n
j = l 0
gde je
(3.35) A.3 >n
V +8j(yi- 1 )
yia
t . Nk a . ,y - ~ v - U  3 w. , + L. )k ,c  ̂ 3 >Ui>n 3 ,n ’
y 1 ,Vi y 1 k =0 y 1
a > o
l  l . -y.1 aH».k. . / 1‘'K + 6j(Pl~y)(cyI+Wj,yJn ) y ' 1(3 .36)  L •
3 >n
y= 1 k =0 yiay ifVi
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<3-37) W j , u , n = l t “i.j*01’1 )’
r=1 i=l
Pokazaćemo da niz operatora {x (X)} čiji je svakip j n  ̂ ^
član dat relacijom (3.34) konvergira u konvergenciji tipa I' 
ka operatoru x^(X) koji je dat relacijom (3.28). U tu svrhu 
formirajmo operatore
X m
J( l Aj nf(<)g axp((X-<)Wj n ))d<




J l Aj f(<) g exp( ( X-< )u)j ) )d<
g
gde je g iz Lo. U daljem radu posmatraćemo samo slučajeve kada
m
l A j  n f ( < ) g e x p ( ( X-<)Wj  n ) d<
j = l
definiše neprekidnu funkciju po obe promenljive. U tom slučaju 
y (X) i y(X) predstavljaju operatore iz F0 . U cilju procene 
funkcionele A(y (X) - y(X)) posmatraćemo funkcionelu
BT,e(y n (X> - y (X)> =
= lni{\\ J  ( X , t ) IIT , g e L0 , II gll T < 1 ,  IU-JlgllT < e}
gde je
X m
J f(<)g l (Ajjnexp((X-<)Wj>n) 
0 3 = 1 _______________’
Ajexp((X-< )wj ))
{J (X,t)} _2__ _ __
g g
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3.9. PROCENA ZA BT ,e(yn(  ̂) ' y(A))
0
Korišćenjem operatora g., = Y+kT*^’ 3e ^at re_
lacijom (2.12) i zadovoljava nejednakosti I g li T < 1, II36—36g ̂ IIT < 
< 1/k, za svako T > 0 i k > 0 i n a  osnovu relacije (1.11) važi
BTj£(yn<x) - y (X)) ^ IIJ (X,t)llT .
Procenićemo sada IIJ (A,t)llm . U tu svrhu potrebnogi T
je izvršiti sledeće transformacije
X m
J„ (<, t )d< = J l f ( k )gi (A. exp((\-K)<J. _) - g 1 J j n J s11
0 j = l
A m
- Aj exp( ( A-k )Wj )) )dK =
0 j = l
Označimo sa
= J l f ( k ) (g 1A . (exp(( A-k )oj. ) - exp( ( A-k )co. ))) +J )n 3 >n J0 j = l
A m




= J l f(K )(giA. jn(exp(A-< )wjjn 
0 j = l
- exp( (A-k )tOj )) )dK
A m
{J* (\,t)} : = J J f(K)(g-(A. _ - A.)exp((A-K)w.))dKJ J J J
0 j = l
Pod pretpostavkom da fa,j(K,t), (gde je f(k)Aj n =
= : {f 2, j()c ,t)} ) predstavlja funkcije iz L po t i neprekidnu 
po k, postoji
(3.40 ) A^(A,T) = max J | f av -i (k ,t) | dt
J 0<k <A q
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tako da važi procena
T m
(3.41) / |J1 (X ,t ) |dt < X T A,(X,T)k!? (X,T,a •,$.) •g 1 D 61 J j
0 j = l
/(n+l)a.-8.-1
r - 3 ,3. + 1)
Mgde j e k “ (X,T,a.,B.) dato relacijom (3.19''). S ̂ 3 3
Posmatraćemo sada razliku
^Vi+8j(y 1-1)
|A. - A.I <
1 3 3 1
" C-l)k
V,|«ll1,v1ll0v1l k=ll0v,
| U a;> W. + L. )k - ( l ^  W. - L.)k | s
3 ,y»n 3 ,n 3 »Vi 3 1
Vi+8.(pi-l)i J (-1) , Otj----- U  3 W, - W . ) +
pi | a | | c | k=l 1CP 11 yi,Vi11 y 1 1
3 ,yi»n 3 ,yi
k-1
+ |l . - l . |)( y k aj W. + L. I1 •1 3,n 3 1 1 3,y«,n 3,n'
i = 0
â
|£ J W. + L. ik-l-i3 ,Pi
Ako označimo sa












< v 1#j(T)/ I I  c . ^------|dt < M l p'




J I l — ----
0 i=r
|dt s v ,(T)
r ( i a . - B )  3
sledi




( r ( ^ ! i  + l } )
-  vt a CT) = : v • (t )2 J 3 n+1
Ako označimo sa
(bo . : ( t )>  ■  Lj , n -  L:  .
tada je
iz/a n A
(b£jj<t)} = i i
v-i-k+3. (yi-y)
yV k  .4 3
y= 1 k= 0  yi0tyi ,Vi
y - i n
I O  e j : r  (( I  o. A “i) - ( 1 0ijj
r=0 i= 1 i= 1
Na osnovu relacija (3.43) i (3.44) sledi
T ” * "*  u|a k | _ v , -k+e j ( u ,
J | b  .(t)|dts I I y ’k , ^ ------- ----
= 1 k=0 “ Ct^-k+BdJ,-
(3.1,5)
0 u
Mpn+! V  ( ^ 1 ) |c0 , 
r=l
(n+1)a.
n+1 r , y -Ui . | y-l-r T 3
r  ; I c o ,3 I
( r(
(n’+l'Va






i ■ . -  •




^ |Wj lU,,n(t> + Lj.n(t)|dt - uj.n(T)
0
gde su fWj>yijn(t)} = W j>yi>n, a <Lj>n(t)} = Lj>n
kao i
J |W. (t) + L.(t)|dt = u.(T)3 >V* 1 D J
0
gde su (W. (t)) = W. , a (L.(t)} = L ..j > M1 J>M4_ j j
Na osnovu (3.42) imamo
nf(k ) ( „  - a .)Ht < F(t) i -— n^(vj (T) +j >n j T
k-1





r(— H ■ * V








Iv 1 + 3 (y i — l )
u ' l % , , v j l cun
je lokalno integralna po t i neprekidna po 1. 
Označimo sa





K  . o101. -P- ->+1
g.,exp( X-k ,00. ) = n e x p ( ( X - < ) i l  -l -* )k \ (-k)
3 i=0 i=0
°° (X-K)r
( 1 ^ ( 1r=0 r! i=k+l
gde je k odredjeno tako da je (k+l)a.-8. > 0. (Ako je 6- < 0
- 1  J J J
tada je k = -1 i uzima se TT (•) = I). Pretpostavimo da su a^
i 8j takvi da je
k ia.-8-
nexp(  (X-k )5. : 3 ) = I + {Rj (X-k ,t )}
i= 0
gde je Rj(X-K,t) neprekidna funkcija i postoji
T
max J |R.(X-k ,t ) |dt = R^(X,T) 
J J0<k<X 0
Može se pokazati da je 
T
(3.47) J | Rj ( X-k ,t) | dt < (1 + Rj(X,T)*k*(2 - e"K1'))e-kT,, Xv2,j(T)
E S g l ( X * T ) *
Na osnovu relacija (3.39), (3.46) i (3.47) imamo 
T m
(3.48) / |J2 (X,t) dt < X l F. (T)*S (X,T) •
g  1 1 » E  GTi
o j = i
J gi
/(n+1 )a
Na ovaj način smo pokazali
1  +
0
L t m a 3.5. Ako su operatori y^(X) i y(X) dati relaci- 
jom (3.38), tada važi sledeća procena:
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m
BT 1/k(yn(X) " y(X)) - X l --------------- Fi e(T)T ’1/k n - , (n + l)o. - ■l»e• „ / *.n+±/a \
3=1 K  ? 1 + 0
.MS ( X ,T) + A. (X,T)k ( X ,T ,a. , 8 • ) ------------------
gi D 5 gi 1 1 ,(n+l)a.-8.-l
r(- ,
gde su F . (T), S (X,T), A.(X,T) dati relacijama (3.46),
J jC  § 1  J
(3.47) i (3.40), respektivno.
Korišćenjem prethodne leme pokazuje se
J — L - + 1 )
L e m a  3.6. Ako su operatori yn (X) i y(X) dati rela-
cijom (3.38), tada važi sleđeća procena
m
A(yn (X) - y (X )) < l
gde j e
• „ /(n+1)o .— 2 \
3=1 r(— ^  +1)
• X, M
(3.49) QP (X ,a . ,8 . ) > v Fi ,e (1 * Sg / X ’1 } + A j ( x >x )kgl ( x >aj g 3 3 l*
i=l
iz leme 3.6. sledi
le
T ^ O A e m a  3.5. Niz operatora {xp n (X)J čiji članovi 
predstavljaju približna rešenja diferencijalne jednačine (3.4) 
sa uslovima (3.5), konvergira u konvergenciji tipa I ", ka ope- 
ratoru xp (x), koji je dat relacijom (3.28).
Mera aproksimacije sa kojom približno rešenje xfi(X) =






r(— r - 3—  + V
(Q (X,a>»8-:) + Qct (X,a.»8j) )gi 3 3  gi
gde su Q (X ,a •,8•) i Q (X,a-,8-) dati relacijama (3.49) i o1 3 J  gi J J
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i (2.32"), respektivno.
3.10. A P R O K S I M A C I J A  U L
Pod pretpostavkom da tačno i približno rešenje pred- 
stavljaju funkcije iz L možemo pokazati da niz približnih reše
nja konvergira ka tačnom rešenju u L koristeći pri tom funkcio 
nelu F(f) za f iz L.
Ako označimo sa
predstavljaju približna rešenja diferencijalne jednačine (3.4) 
sa đelovima (3.5) i definišu funkcije integrabilne po t, kon- 
vergira u L ka operatoru x^(X) koji takodje definiše funkciju 
iz L i predstavlja tačno rešenje posmatrane jednačine.
Mera aproksiinacije AT 0 sa kojom približno rešenjeli 5
aproksimira tačno rešenje u L je
IU,T) = I U ( X , t ) l l T
gde j e
X m
{J(X,t)} = / f (k ) l (A. exp((X-K)w. )
0 j = l
važi nejednakost
m 1
I(X,T) < l ; • Ij( ̂ fT),
kao i pokazati
m 1
(3.51) A t 0 =
Jj ,  z
2
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3.11. A P R O K S I M A C I J A  U C
Analogno kao prethodne teoreme pokazuje se
Te.o>K>mo. 3.7. Niz operatora {x^(A)}, čiji članovi 
predstavl.jaju priljližna rešenja diferencijalne jednačine (3.4) 
sa uslovima (3.5) i definišu neprekidnu funkciju, konvergira 
u C, ka tačnom rešenju koje je takodje iz C.
Mera aproksimacije A„ 0 sa kojom približno rešenje 
aproksimira tačno rešenje je
(3.52) 1 2 5 L
ITi
|=1 ^
(Qc(A,aj,3j + Qc('A,Oj ,Bj ))
gde se Q (A,a.,B.) dobija iz relacije (2.42) i J J
I.. P(A,i)






{Jp ( A ,t) } = / f (k ) T A. exp( ( A-k )u . ) -e ' j,n J »n
0 j = l
- Aj e.xp( A-k )toj )dK.
B
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4. RFALIZACIJA REZULTATA II i III 
GLAVE NA POSEBNIfl SLUČAJEVIMA
U prvom delu ove glave konstruiše se tačno i približ- 
no rešenje jedne potklase posmatranih parcijalnih diferencijal- 
nih jednačina nešto jednostavnijeg oblika čija su rešenja, kao 
i svi izvodi koji ulaze u datu jednačinu, neprekidne funkcije. 
Kao meru aproksimacije posmatraćemo maksimum razlike izmedju 
tačnog i približnog rešenja na posmatranom intervalu. Očigledno 
je da se sa povećanjem dužine intervala povećava mera aproksi- 
macije. Zato će ovde biti konstruisano tačno i približno rešenje 
na intervalu [0 ,T ] u više koraka sa ocenom greške.
Na jednom primeru ćemo uporediti ovako dobijenu greš- 
ku na intervalu [0,T] pri različitim koracima sa merom aproksi- 
macije konstruisanom u glavi 2. za rešenja iz C.
U ovoj glavi se na primerima parcijalnih diferencijal- 
nih jednačina ilustruju najvažniji rezultati dobijeni u 2. i 3. 
glavi. Interesantna je jednačina žilavo-elastičnog štapa posmat- 
rana u saradnji sa prof. dr B. Stankovićem.
4.1. K O N S T R U K C I J A  P R I B L I Ž N O G  R E Š E N J A  U DVA KORAKA
(4.1)
Posmatraćemo parcijalnu diferencijalnu jednačinu
” 1 3jtkx U , t >
l l aj;). — ,----r--- = 0







0, j = 0,...,m, 0 < X < X o
(4.3)
= 0 t > 0, j = 0,...,m-2,
3X3
l  . i. t >
rv •> m-13X
U polju operatora Mikusinskog jednačina 
m 1
(4.4) l l a sk x (j)(X) = 0
H 5 v
j = 0 k=0
sa uslovima x (j)(0) = 0, j = l,...,m-2, x (^ _1)(0) = i , odgova-
ra jednačini (4.1) sa uslovima (4.2) i (4.3).
Pretpostavićemo da tačno rešenje x^(X) i približno re- 
šenje x^ n (X) na intervalu [0,Ti], dati relacijama (3.7) i (3.12 
predstavljaju funkcije iz C.
Sada ćemo izvršiti konstrukciju tačnog i približnog 
rešenja diferencijalne jednačine (4.4) sa uslovima (4.2) i (4.3) 
na intervalu [Ti,T], 0 < Ti < T.
Posle smene promenljivih t = x + Ti, jednačina (4.1)
postaje:
m 1
(4.5) l l 0








y(X,T-Ti), t > T 1
(y(X,t ) } = | ■ | =X(X,
0> t < T̂
T )
(4.7) {y(X,T)} = {x (X,t +T.,)} = eTlS{X(X,T)} = eTlS X(X)
kao i
■3x( X, t +T i )
3t
j = s {x (X,t +Ti )} - x(X,T 1 )I =
92
= eTlSsX(X) - x(A,Ti)I
Jednačini (M-. 5) odgovara u polju M jednačina 
m 1
(4.8) eTlS } }' a . ,skX (j)(X) = Fi(X) 









X(0) = X"(0) = . . . = X (m'2)(0)'o
x(m_1)(0) = l.
Jednačinu (4.8) sa uslovima (4.10) analizirali smo u 
prvom delu treće glave.
Partikularno rešenje jecblika
X
(4.11) X (X) = e~Tl S / F( k )X, ( X—k )dkp 1 h
0
dok je rešenje jednačine (4.8) sa uslovima (4.10)
(4.12) X(X) = ^ ( A )  + Xp (X)
i X^(A) je rešenje homogenog dela posmatrane jednačine. U
stvari X^(A) ima isti oblik kao i rešenje jednačine (4.4) i
obeležavaćemo ga sa x,(A). Posmatraćemo samo takve diferenci-h
jalne jednačine kod kojih Xp (A), oblika (4.11), definiše nepre- 
kidnu funkciju.
Rešenje jednačine (4.1) x(A,t) posmatramo kao
r x( X , t ) za t  e [0 ,Ti ] gde {x(X,t)> = x, ( X ) 
x(A,t)J 71
X(X,t ) za t £ [Ti,Ta) gde je t = t + Ti
i ,.(X(X,T)) = X(A).
Ako na intervalu [0,Ti] umesto tačnog rešenja oblika 
(3.7) posmatramo približno rešenje x^ p (A) koje je dato relaci-
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jom (3.12) umesto ^eđnačine oblika (4.8) imamo jednačinu
m 1




(4.13') Fi(X) : 8 . -----^ ---
3X3j=o t=T
{ x h ( X, t ) } = x, ( X ). n ,n ’ h , n





X(X) = Xh (X) + e_TlS / F(k ) Xh (X-K)dK
0
F( k  ) =
F-1 ( K )
£■ (a n + a . s ) m,0 m, 1
i X^(X) rešen3e homogenog dela jednačine (4.13). Približno 
rešenje jednačine (4.13) sa uslovima (4.10) je oblika
X
(4.15) X(X) = x. (X)-te"TlS / F(k )x (X-k )čkn,n J h,n
0
gde je x ^ ( X ) približno rešenje homogenog dela jednačine (4.13) 
koje ima isti oblik(relacija (3.12)) kao i približno rešenje 
jednačine (4.4).
Može se primetiti da se jednačine (4.8) i (4.13) 
razlikuju samo u nehomogenom delu. Može se pokazati:
Lama. 4.1. Partikularno rešenje X^(X) dato relacijom 
(4.11) neprekidno zavisi od F(X).
Ova lema omogućuje da se približno rešenje X(X,x), 
gde {X(X,t )} = X(x) dok je X(X) dato relacijom (4.25), koristi 
kao približno rešenje diferencijalne jednačine (4.1) na inter- 
valu [T , T ] .
94
4 .2 .  KONSTRUKCI JA PR I B L I ŽNOG  
RESENJA  U V I Š E  KORAKA
Podelimo interval [0,T] na k jednakih podintervala 
[0,Ti], [Ti, T 2 ], ... , [Tk - 1 ,T], dužine h = T/k. Na interva-
lu [0,Ti] tačno rešenje je oblika (3.7) a približno je oblika
(3.12). Na podintervalu [TijTa] tačno rešenje je oblika (4.12), 
dok je približno rešenje oblika (4.15). Ponavljajuči postupak 
konstrukcije rešenja na intervalu [TijT^], na ostale podinter- 
vale dobija se tačno rešenje na intervalu [T^_^,T] koje ćemo 




x U )  = ^  m  +
-(k-l)hs
£(a n + a  .S ) n m,0 m,l 0
; Fk _i(K )xh (x-<)
m
Fk-l(X) = l aj,l 
j = l
9 3 x ‘ ( X , t )
3X3 t=Tk-1
K-1gde je x (X,t) rešenje na intervalu [Tk _ 2 Tk-i^ 
Približno rešenje ćemo označiti sa
X
(4.18) xn (X) = ^ ^ ( ^ )  +
-(k-l)hs
I Fk-l(K)xh,na -K,dlcU a m n + a m . s ) n m, u m, 1 u
gde je xh n (X) dato relacijom (3.12), dok je
m ?3
(4.19) Fk-1(X) = l a.
3 = 1
gde je xn (X,t) približno rešenje na intervalu [T^_n,Tk _^]
3 V l ^ ’^
3X 3 t=Tk-1
TvAdje.nje. 4.1. Faktori F^(X) za i = l,...,k-l se
mogu pisati
F . ( X ) = A. nF., ( X ) + A. . J F, ( X)F, ( X-k )d< +X -L 5 U 1 5 1
0X K




A k  1 1
+ A. oJ( /( I Fi(t2 )Fi(ti-t2)dt2 )Fi(K-ti )dtiFi( A-k M k1,0
0 0 0
A K
+ ... + A. - , / ( / ( • • -  )Fi ( A-k )dKi,i-l
0 0
(i - 1)-integrala
gde je Fi(A) oblika (4.9), dok se koeficijenti A. ■ j = 0 , 1 ,i ) J
..., i-1 mogu dobiti iz
A 2,0 = 1 + a ./Qni) 1 »
A 2 ,1 1/Q
Ai ,i-1 = l ^ 1'1
A. n = 1,0 1 * am,l/(J + am,l/Q2
> II (Ai-j,j-l + % , i , j )/(5i,9
i-1 ,_i-l+ i/Qm, 1
gde je Q = *.(amj0 t ,s).
V o ka z : Krenućemo od rešenja jednačine na podinter-
valu [T. .,T.], i = 2,...,k i-l’ l 5
x(A) = x^( A) + 
sa izvodima
-(i-1 )hs | F^_^(k ) x^( A-k )dK
x ' (A) = xh (A) + £
-(i-l)hs
(x(0)Fi_^(A) +
+ f F. (k )x ' ( A-k )dK ) • * 1 - 1  h
0
x " (  \ ) = x " ( \ )  + 
A
-(i-1)hs
- (x^(0 )F^_^( A ) +
+ / F ^ ^ k ^ ^ A - k M k ) 
0
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i (m)U )  = x(m)(X) + e (k 1)h8(x (»-l>(0 )F. (X) +
X <3
(m),
U poslednjoj relaciji koristi se činjenica da je
x(0) = 0, x"(0) = 0, x (m ^ ( 0 )  = 0. Množenjem svake vrste sa
odgovarajućim koeficijentima a. . respektivno za j = 0,...3 >1dobij amo:
m
m m
I c u ^ i O ' u )  = l a. ^ ’ a )  + H ^ F ^ U )  +
3 = 0  j=o Q
-(n-l)hs / m , + \
+ --------------- J  F^_^(<)/ I a j 1  x^ J ; (X-K)dKj.
Q o j = 0
Iz prethodne relacije sledi:
X
F±(X) = Fi (X) + — F£_̂ ( X) + i J F ^ U ^ F iC^-k M k .
Matematičkom indukcijom pokazuje se relacija (4.21).
Tvfidjznje. 4.2. Faktori F^(X) se mogu napisati kao
X
F • (X ) = A. n F (X) + A. . J F, (X)R (X-K)dK +
0
X K
(4.22) + A i 2 f f F, (t., )F, (K-t Mt-i^F-, (X-k )d< +
0 ^ 0
X K t,
+ Ai 3 J C j ( J  (ta )?, (t^ -ta )dta )Fi (k  -ti )dti ) *
0 0 0
X K




gde je Fi(X) dato relacijom (4.13") a koeficijenti A. ±
1 > J
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j = su oblika (9.21).
J
Po pretpostavci, radimo sa takvim jednačinama čija 
su tačna rešenja zajedno sa svim izvodima koji ulaze u jedna- 
činu neprekidne funkcije, što se može reći £ za približna re- 
šenja. Prema tome, možemo proceniti razliku*'| x( X ) - xn (X)|.
4.3. P R O C E N A  |F.(X) - F.(X)
(4.23)
Ako je (i). dato relacijom (1.21), uvedimo oznake 
-* *
“ 5+M = {vj.k*p(t)1> vj,k+y(T) = vj,k+u(t)1t=T
m m j
Wk (T) = lbj( I ^ fl»j>Ic^ ( T » .  
j = i  y=o






Fi (X) = l —  W, ( T ) ,
V f Kk=0
F’(X) * l I I v t ) :
k=0 k! K
m m
5k (T) = l b j( l »„.i vj,k*p(T))>
j=0 =0 .
Vj,k+p (T) = vj,k+p (t)lt=T> {vj,k+p (t)) = “ j+ U >
gde je
n
w • = J c. H3 lj x 
i=0
ia-6
U cilju tražene procene mogu se pokazati sledeće leme:
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Le.ma 4.2. Ako je F^ (X ) operator dat relacijom (4.9)
tada važi:
OO 00
\ +k + 1(4.27) / F-i ( k )F 1 ( A-k )d< = l l - --------  W.(T)W.(T)
0 i=0 i=0 (l+k+1)!
= : B 1 ( X )
gde su V ^ d )  i Wj(T) za i,j = 0,1,... oblika (4.23)
važi:
Ltma 4.3. Ako je F,(X) operator dat relacijom (4.
a
9)
X ti ta 'i-2
J ( J ( / ( ... / F i(ti_i)F^(ti,2 "
0 0 0 0
(4.28) •••F1(ti_ 3 - ii_2 )dt. ) ... F, (X-ti )dt-i =
00 oo 00 x3 1+02 + . • •+0^+1
I  l  **• I  ----------------------  «(T)W.. 0(T) . .
j 1=0 ja=0 ji=0 (j 1 +ja+ ... + j.+i)! jsl j ’2
... W. •(T) = : B . ( X )i-l
f
gde su W. ^(T), ...» W. •(T) za j ,...,j,i = 0,1 oblika (4.23) J ) 1 J J1
Na osnovu (4.27) i (4.28) možemo pisati
(4.29)
F.(X) = A. nF,(X) + A. ,B!(X) + A • 9B2(X) + ...
'* + Ai,i-lBi-l(X)
i analogno
F . (X ) = A. nFi(X) + A. .Bi(X) + ... + A. .* _^F..(X)
gde su veličine Bi(X), Ba(^)»•••»®i_i dobijene iz relacije
( 4 . 2 8 )  kada se umesto F 1 ( A.) posmatra F- , ( X) .




|Wk (T) - W k (T)| ^ ( ^ ( T )  9
IW • (T)W. (T) - W. (T)W. (T) | < Q. (T)*A 1 D 1 D 2 ii 12 D
IW• (T)...W . (T) - W. (T)...W . •(T) | < Q. .(T)' j i  D ̂  ] 1 J>i Jji
Na osnovu izloženog dokazuje se
Tvfidje-nje. 4.3. Ako je Fk-1(A) dato relacijom (4.17) 
a Fk-l^X) relacijom (4.19), tada važi procena (X > 0)
(4.31)
1U )  • A - l 111 ”T I V l , 0 * l  l ---- Q. (T) +
j=0 j!
OO 0 0




1)! 32+ I V i  ‘ 1 1 T -----:-------- Q ^ - (T) + ••• +k  1 , 1  4 . - n 4 - n  (01+ +
+ lAk-l,k-2*'l l l *•'
j 1 = 0 j 2 = 0
oo • • • •j 1 +j2 + . . . +Dk +1
A --- ----------------  Q • (T) = R A T ) S L
= 0 (i 1 +i2 +. . • +i. +i)! Jk-1
4 . 4 .  OCENA GREŠKE
Sada smo u mogućnosti da dokažemo
T v n d j e n j e  4.4. Ako je x(A) tačno rešenje dato rela- 
cijom (4.16) a £ (A) dato relacijom (4.18) približno rešenje 
jednačine (4.4), tada se njihova razlika može proceniti kao:
(4.32) 
gde j e
I x( A ) - x ( A ) | <T x ( A )ž- + A(R. ■ . ( A ) + F ( A)X )1 n 1 1 e t ,k-l n
|xh(A) -Xj^n(A)| <Ti x £( A H  , Fr ( A ) = max F(<) ,
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x (X) = m a x x f(A-tc), R (X) = m a x R , (<)
0<k <X 8 £ ’K 1 0<k <X e ’k
IXh (X-K) |<T x(X-<)£
x(X) = m a x x (X-k )
0<K<X
V o k a z : Na osnovu (*4.16) i (4.18) možemo pisati
|x(X) - Kxn (X)| <T |xh (X) - X b jn(X)|
X
+ J | e ~ s ( ] c _ 1 ) h ( F k _ i ( K )  - ? k _ ! ( K ) ) x h ( X - K )  |dK
0
X
+ J |e-s(k-1)h Fn(K)(xh(X-K) - x̂  n(X-K)|dK
0
<T x (X)A + XA(R , ,(X)x(X) + F (X)x )i £ G)K “ 1 n £
Primer 1.
Parcijalna diferencijalna jednačina
(4 . 3 3 } = x(x,t) z a 0 ^ x < x o , t > o
sa uslovima
(4.34) ■ — (^?0 } = 0, X>0, x( 0 , t ) = 1, t > 0 
odgovara u polju operatora Mikusinskog jednačini
(4.35) (s - l)x"(X) - x( X ) = 0
sa uslovom:
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(4.36) x(0 ) = £..
oblik:
Rešenje jednačine (4.35), sa uslovom (4.36), ima
(4.37) x (  X ) = £*exp(A<j j )
gde j e
00
v n i + 1 ui = 1 H
i = 0
Približno rešenje jednačine (4.35) je oblika:
(4.38) x  (X) = exp(Xw ) n n
gde j e
n i+i 
“n = l 1 
i=0
Kako su tačno i približno rešenje i'z L, odnosno iz C,
to ćemo meru aproksimacije tražiti u odnosu na funkcionelu F(f) 
Na osnovu leme 2.7. imamo procenu
(4.39 )
1
I x( X ) - x (A)||„ < k(X,T,l,-l) ----------
" T r ( < 4 l > +  i)
gde j e m „ m m^
Tn + 1 T + X(e +e > 
k(X,T,l,-l) = -----------  • 6
* i)
Na osnovu leme 2.8. mera aproksimacije je za X = 1
(4.40)
1




Q ( l , l , - D  ^ — r- + ------
e e - 1
Tačno i približno rešenje diferencijalne jednačine
(4.35) su neprekidne funkcije, takodje, pa meru aproksimacije 
možemo dati u ođnosu na funkcionelu G(h). Na osnovu leme 2.10., 
za posmatrani primer, imamo:






k Q,T,1,-1) = —
c r(2i=o
rpH + 2 rp m
X T e l + T + Aex *Te
Koristeći lemu 2.11. dobijamo meru aproksimacije, za







Mera aproksimacije, formirana preko razlike izmedju 
tačnog i približnog rešenja, za posmatrani slučaj je
n+2 T T Tn + 2
(4.42) | x( A , t ) - xn (A,T)| <T eT+Te + e *(n + l)! .
U tabeli 1. prikazane su mere aproksimacije A^ i 
Ac u zavisnosti od n = 2k+l, koje važe za svako T > 0.
U tabeli 2. data je ocena greške kao procena razlike 
izmedju tačnog i približnog rešenja u zavisnosti od n = 2k+l 
za T = 0,1; 0,2 i 0,5.
U tabeli 3. data je ocena greške kao procena razlike 
izmedju tačnog i približnog rešenja u zavisnosti od n = 2k+l 
za T = 1,2,3.
U tabeli 4. izražena je ocena greške preko procene 
razlike izmedju tačnog i približnog rešenja koji su dobijeni u 
dva koraka, u zavisnosti od n = 2k+l i T = 0,4; 0,8 i 1.






9 0.1133l44«1403E-04 1 6
1 0  0.103l9864yt82E-05 17
1 1  0,8599b73S6168E-07 1 8
1 2  0.661329116664E-08 19
13 0.472520797425E-09 20
14 0.315013964941E-10 21
15 0.196863665588E-11 22 





2 2  0.1593435«3?83E-20 29
23 0.663932013530E-22 30
24 0.265572305472E-23 31











































Ta be 1 a k  .
\ x
\ 0,4 0, 8
1
1 2 3
4 0.8046945H6923E-03 0.983034773055E-03 0.650375724987E-02
5 0.268297350905E-06 0,655278653431£-04 0.541766503129E-03
6 0.766S63778881E-08 0.374441948384E-05 0.386963217039E-04
7 0.191640944141E-09 0,l«7220888037E-06 0.241851431184E-05
8 C,423868764725E-li 0.832092816439E-08 9.134361885944E-C6
9 0.851737529448E-13 0.332837126231E-09 0.671809424057E-08
10 0, 1548v̂13«8991E-14 0.121031682261E-10 0.305367919897E-09
11 0.2581022«1651E*16 0.403438940889E-12 0.127236633288E-1O
12 0,397080433309E-18 0.124133038729E-13 0.4B9371666491E-12
13 0.567257761870E-20 0,35467159636RE-15 0.174775595175E-13
10 5
N a s t a v a k  t a b e l e
1 a 3 4
14 0 , 7 5 6 3 4 3 f 5 8 2 4 9 3 E - 2 2 0 . 9 4 5 7 9 0 9 2 3 6 4 9 E - 1 7 0 . 5 8 2 5 6 5 3 1 7 2 5 1 E - 1 5
15 0 . 9 4 5 4 2 9 6 0 3 1 1 7 E - 2 4 C . 2 3 6 4 4 7 7 3 0 9 1 2 E - 1 8 0 . 1 8 2 0 5 7 9 1 1 6 4 1 E - 1 6
16 0 . 1 H 2 2 7 0 1 2 1 3 1 E - 2 5 0 . 5 5 6 3 4 7 6 0 2 1 4 6 E - 2 0 0 . 5 3 5 4 6 4 4 4 6 0 0 3 E - 1 8
17 0 . 1 2 3 5 8 5 5 6 9 0 3 5 E - 2 7 0 . 1 2 3 6 3 2 8 0 0 4 7 7 E - 2 1 0 . 1 4 8 7 4 0 1 2 3 8 9 0 E - 1 9
18 0 . 1 3 u 0 0 0 0 7 2 6 6 8 E - 2 9 0 . 2 6 0 2 7 9 5 7 9 9 5 2 E - 2 3 0 . 3 9 1 4 2 1 3 7 8 6 5 7 E - 2 1
1 9 0 . 1 3 0 0 9 0 0 7 2 6 6 8 E - 3 1 0 . 5 2 0 5 5 9 1 5 9 9 0 3 E - 2 5 0 . 0 7 8 5 5 3 4 4 6 6 4 3 E - 2 3
2
4 0 . 4 3 7 4 5 8 U 3 7 6 0 E + 0 2
5 0 . 7 1 5 4 6 2 8 1 5 8 1 6 E + 0 1
6 0 , 1 0 1 8 7 8 7 5 4 9 2 2 E + 0 1
7 0 . 1 2 7 2 8 8 3 5 9 0 5 3 E + 0 0
8 0 . 1 4 1 4 2 3 0 3 4 7 5 8 E - 0 1
9 0 . 1 4 1 4 2 2 0 8 1 3 3 0 E - 0 2
10 0 . 1 2 8 5 8 5 4 4 0 9 3 0 E - 0 3
11 0 . 1 0 7 1 3 7 8 6 0 7 5 4 E - 0 4
12 0 . 8 2 4 1 3 7 3 8 6 0 9 8 C - 0 6
13 0 . 5 8 8 6 6 9 5 6 1 2 6 0 E - 0 7
14 0 . 3 9 2 4 4 6 3 7 4 1 6 2 E - 0 8
15 0 . 2 4 5 2 7 8 9 8 3 8 5 1 E - 0 9
16 0 . 1 4 4 2 8 1 7 5 3 2 0 6 E - 1 0
17 0 . 8 0 1 5 6 5 3 0 6 7 0 2 E - 12
18 0 . 4 2 1 8 7 6 4 7 7 2 1 2 E - 1 3
19 0 . 2 1 0 9 3 8 2 3 8 6 0 6 E - 1 4
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U tabeli 5. je izražena ocena greške preko procene 
razlike izmedju tačnog i približnog rešenja, koja su dobijena 
u pet koraka, u zavisnosti od n = 2k+l i T = 0,5, 1, 2.













































U tabeli 6. biće izražena ocena greške preko procene 
razlike izmedju tačnog i približnog rešenja, koja su dobijena 
u deset koraka, u zavisnosti od n = 2k+l i T = 0 , 8 ;  2 i 4 .
T a be 1 a 6 .
X
0 ,  8 2 4
4 0,34232«Ul5307E-06 0.125893728791E-02 0,153494957791E + 03
5 0,570546807175E-08 0,524531950391E-04 0.127862131589E+02
6 0.815066866160E-10 0.1873399O3629E-05 C.913270597041E+00
7 0.tOl683358268E-ll 0.5B5437190022E-07 0.570792755557E-01
e 0.113203731400E-13 0,162621441596E-08 0.3171O7038383E-02
9 0.113203731409E-13 0.406553603985E-10 0.158553517953E-03
10 0.102912483099E-17 0.923985463601E-12 0.720697808380E-05
u 0,8O7riC4025623E-20 0.192496971584E-13 0.300290753569E-06
12 0.S59H95404479E-22 0.370186483815E-15 0,il54»6443680E-07
13 O.471211OO3190E-24 0.661047292526E-17 0.412487298859E-09
H 0,31414O66880OE-26 0.U0174548754E-18 0.137495766286E-10
15 C. 19-3337918000E-28 0.172147732429E-20 0.429674269644E-12
16 0,1154928929416-30 0.233158430042E-22 0.126374785190E-13
17 0,64i6?7l83006E-33 0.351608930614E-24 0.351041069971E-15
18 0.337696517371E-35 0.462643329755E-26 0.923792289397E-17
19 0,1427o7100103E-37 0.578304162194E-28 O.23O948072349E-18
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Primer 2.
Jednačina žilavo elastičnog štapa
U radu tiol je analizirana jednačina
t
(4.43) 92u(t,x) - 32u(t,x) + j 32u(t-T,x )G(t)d t = 0
sa uslovima
0
(4.44) a) u(0,x) = 0 b) 9 ^ ( 0 , x) = <S(x)
gde j e
oo oor ^ia-l i
(4.44") {G( t ) } = l a ^ 1 " 
i= 1
= { l }, ai > 0, 
li=1 1 G(ia) J
gde je S(x) distribucija.
Rešenje jednačine (4.43) sa uslovom (4.44)(a), koje 
je je neprekidna funkcija za t ^ 0, x * 0, ima osu simetrije 
x = 0, je
(4.45) u(x) = i£»e.xp(-|x| \ ci^^a co = 1
i = 0
a koeficijenti c^ se mogu dobiti na sledeći način:
(4.46 )
1c 1 = 2 ai
1 r a-i n2 nc2 = -2 (a2 - 2 ) )
n-1
ci = 7^ai “ I ci-i>cj^*
j = l
Rešenje oblika (4.45) zadovoljava uslov (4.44)(b) 
takodje, ako je iia-1 > 0, gde je i-i indeks koeficijenta c^ ta- 
kav da je ii > 1, c ^ = 0  za 1 < i < ii i c^ *  ̂•
Ovaj rezultat je uopštenje rezultata iz rada [10] gde
10 8
je posmatran problem (4.43) sa uslovima (4.4-4) za
.a-1 .2a-l
G(t) = 2 X ----  + X2—----- + R(t), X > 0 , 0 < a <
T(a) r( 2 a )
gde je ili R(t) = 0 ili R'(0) = R"(0) = 0 i R""(t) je „dovolj- 
no malo" za t G [0,T], R(t) € C .
Približno rešenje jednačine (4.43) sa uslovima (4.44) 
kada je G(t) oblika (4.44") je
k-1
uR (x) = i«,exp(-| x | l ci«.ia-1).
i=0
U cilju odredjivanja mere aproksimacije mogu se poka 
zati sledeće leme:
nakosti
Lema 4.4. Ako za koeficijente a^ važe sledeće nejed-
r"^(-l)1 ^ ? )  < (-l)1' ^  < (-l)1"1 s'1 ^ ) ,  i = 1,2,.
za dva realna broja r,s takva d a j e O  < s  < r <  1. Tada za koe- 
ficijente c ^ , koji su dati relacijom (4.46), važi:
r"1 (-l)1'1 (r'i2 ) < (-l)1" 1^  ^ (-l)1"1^ 2 ) s"1
Lema 4,5. Pretpostavimo da za koeficijente a^ iz 
(4.44") važe sledeće nejednakosti
Ia± | š b^, i = 1,2,..., b^ > 0
kao i da postoje brojevi r > 0 takvi da za svako z, |z| < r 
sledeći uslovi su zadovoljeni:
oo
a) red £ b. z1 : k(z) konvergira; 
k= 1
oo





Pri mer 3 .
Diferencijalna-jednačina







r ,• . Ni „ i + 1w = i (-1 ) &
i = 0
dok je približno rešenje oblika
x (A ) = exp(Aw ) n n
gde j e
n
0)n l ( - D 1 *
i o i + 1
i=0
Mera aproksimacije je:
A( x ( A ) - x( A )) < — — .------  Q (X,l
n r(H±l + i) s,
za






< + — ) = Qp U , l , - 1 )  •
l-e' g
Pr im er  4.
Posmatraćemo linearnu parcijalnu diferencijalnu jed- 
načinu ([113 )
3*»x(X,t) 93X (x,t) 82x(x, t ) x
(4.47) ---------  - 2---------  + ---------  - x(A,t) = 4e
9A23t2 3A23t 3A2
sa uslovima:
32x( A ,0 ) x 33x(A ,0) 32x( A ,0 )o = A A >
3 A2 3 A 31 3 A2
x( 0,t ) = 1 + 2t,
3x(0 ,t)
3* * 2t’ ’ t > 0
x(0,t ) = 1 + 2t,
3x(0 ,t)
--------  = 2t2 , t > 0 .
3 A
U polju operatora M jednačini (4.47) odgovara jed-
načina:
(4.49) (s-l) x"'(A) - X (A) = (s-4H)eA + A 
sa uslovima
(4.50) x( 0 ) = SL + 2A2 , x'(0) = 2 l 2  .
Karakteristična jednačina jednačine (4.49) je
P(w) = (s-l)2m 2 - 1  = 0
sa uslovima
00 00
“ 1 = I *1+1 , w2 =-I l1+1 5





+ Aj n I ((s-4£,)e< + ic) exp( ( A-k ) • £ £1+1)đK,
0 i=0
Al,n = f $ £kC"Dk* l (p)('1)k P(_£ + *2 +
k=0 p=0
n
+ (1 - 2* + &2 ) I 5.1 )^
i=0
oo k
- *• j Jk ( - D k . j (k ) ( - D k-p (- t * +2 P
k=0 P = 0
A 2,n
n
+ (1 - 2«. + H 2 ) • I il1 )15.
i=l
Na osnovu relacije (3.50) mera aproksimacije sa ko- 
jom približno rešenje diferencijalne jednačine (4.49) oblika 
(4.53) aproksimira tačno rešenje oblika (4.52) je (za cii = aa 
= 1, 6 = -l)
\2 -
r(2j! + l)
(Q (X,l,-1) + q P (X,l,-1))gl 61
gde je Q (X,l,-1) na osnovu (2.32') oblika gi
2i
^ g i ^ ’V V  - £
8e 2e'
i= 1 ele'
dok je na osnovu (3.49)
QP ( ,1,-1) > l





r((i ^ U  +i)
(5e+9) ( 4 1 — )v ee e-1 '








l,n = l * 
i=0
n





P"(wi) = 2( s2 - 2s + 1) l A1 + 1 , y-i = 2, Vi = 2
i = 0 3 = -1.
Koeficijenti Ai i Az su
l Ai = 7  I (-21 + i 2 + (s- 2  + A) • l Jl1 + 2 )(-l)
k= 0 i = 0
= j  l ^k (-l)k l (k )(-l)k_P(-Jl + «,2+ (1-2JI + J12) I«,1 )13
k=0 P=0 i= 1
') A 2 = - j  l Jtk (-l)k * l (k )(-l)k"P (-Jl + Jl2 + (l-2Jl + £2 ) X*,1 )15
k=0 P= 0 i= 1
Rešenje jednačine (4.49) jeste (ci = ^SL, C2 = 2?.a-
o o  OO
x(X) = exp(  X • l Jl1 + 1 ) + (2Jl2- | ) e x p ( - X ‘ X Jl1 + 1 ) +
i=0 i=0
+ Ai /(s-4 )eK + K)exp((X-<)* l «.1 + 1 ) d K  +
0 i = 0
X 00
+ A 2 / ( ( s  - 4JOeK + K)exp((X-K) • £ Jl1 + 1 ) d K  
0 i = 0
Ai i A 2 dati relacijama (4.51") i (4.51"") respektivno. 
Približno rešenje jednačine (4.49) jeste
n n
x (X) = exp( X l £1 + 1 ) + (2^2- -^)exp(-X £ Jl1 + 1 ) +n
i = 0 i = 0
X n
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